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Prólogo 

El  contenido  de  este  libro  está  diagramado  de  manera  de  satisfacer  los  requerimientos  de 
un  curso  regular  de  un  cuatrimestre  de  duración  (aproximadamente  16  semanas,  a  razón 
de  10  horas  semanales  de  clases  teórico-prácticas)  y  presupone  que  el  estudiante  puede 
tomar  dicho  curso  en  el  cuarto  semestre  de  la  carrera.  El  manejo  de  algunos  conceptos 
utilizados  en  este  libro,  relacionados  con  representaciones  geométricas  y  operaciones  con 
matrices,  se  verá  facilitado,  naturalmente,  si  el  estudiante  ha  tomado  cursos  de  geometría 
y  álgebra  lineal. 

Los  capítulos  están  organizados  siguiendo  un  esquema  centrado  en  la  presentación  de 
conceptos  básicos  y  atendiendo,  fundamentalmente,  a  posibilitar  la  realización  de  cálculos 
simples  y  concretos  dentro  de  cada  uno  de  los  formalismos  presentados. 

Los  primeros  capítulos  están  dedicados  a  la  presentación  de  la  Teoría  de  la  Relativi¬ 
dad  Especial,  a  partir  de  la  discusión  del  significado  newtoniano  de  la  relatividad  y  de 
la  crítica  del  papel  del  observador.  La  discusión  sobre  el  significado  de  las  transforma¬ 
ciones  de  Lorentz  se  presenta  en  el  Capítulo  1,  a  partir  de  representaciones  geométricas 
y  por  comparación  directa  con  las  transformaciones  de  Galileo.  La  formalización  de  las 
operaciones  de  transformación  entre  observadores  inerciales,  a  partir  de  los  postulados  de 
Einstein,  se  describe  en  el  Capítulo  2  utilizando  la  representación  matricial.  Las  conse¬ 
cuencias  físicas  relacionadas  con  los  conceptos  de  masa  y  energía  relativistas  se  discuten  en 
el  Capítulo  3.  El  Capítulo  4  está  dedicado  a  las  nociones  elementales  del  cálculo  tensorial 
y  a  su  aplicación  en  la  Teoría  de  la  Relatividad  Especial. 

La  transición  entre  los  conceptos  propios  de  la  Mecánica  Clásica  y  los  correspondientes 
a  la  Mecánica  Cuántica  se  discute  con  ejemplos  concretos  en  el  Capítulo  5,  donde  se  presen¬ 
tan  las  explicaciones  del  efecto  fotoeléctrico,  el  efecto  Compton  y  las  leyes  de  la  radiación. 
Este  último  tema  incluye,  además,  la  discusión  de  las  leyes  de  distribución  clásicas:  la  dis¬ 
tribución  de  velocidades  de  Maxwell  y  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann.  El  Capítulo 
6  está  dedicado  a  la  presentación  del  modelo  atómico  de  Bohr. 

En  el  Capítulo  7  se  discuten  los  postulados  básicos  de  la  Mecánica  Cuántica,  de  manera 
formal.  La  lectura  de  este  capítulo  se  verá  facilitada  si  el  estudiante  está  familiarizado  con 
técnicas  de  algebra  lineal,  aunque  si  no  las  posee  las  definiciones  presentadas  permiten  su 
estudio  sin  mayores  dificultades.  Aquí  se  adoptó  un  punto  de  vista  muy  pragmático,  ya 
que  no  se  trata  de  discutir  la  fundamentación  de  la  Mecánica  Cuántica,  sino  de  introducir 
sus  postulados  y  aplicarlos  a  cálculos  concretos.  El  Capítulo  8  está  dedicado  al  estudio  del 
oscilador  armónico  cuántico  unidimensional  y  el  Capítulo  9  al  estudio  de  los  problemas 
sencillos  relacionados  con  barreras  y  pozos  de  potencial  unidimensionales.  El  Capítulo 
10  está  dedicado  a  la  discusión  del  problema  del  potencial  central  y  como  aplicaciones  se 
presentan  las  soluciones  correspondientes  al  potencial  coulombiano  y  al  oscilador  armónico, 
ambos  en  tres  dimensiones  espaciales. 

Finalmente,  los  aspectos  relacionados  con  las  estadísticas  cuánticas  se  presentan  en  el 
Capítulo  11. 

Cada  uno  de  los  capítulos  de  este  libro  contiene,  al  final,  la  enumeración  de  los  conceptos 
básicos  presentados,  a  manera  de  guía  para  el  lector  y  ejercicios  de  aplicación. 

El  Capítulo  12  está  dedicado  a  la  revisión  de  la  literatura  disponible  y  tiene  como 
objeto  orientar  al  estudiante  en  la  elección  de  textos  relacionados  con  el  material  que  se 
presenta  en  el  libro.  Los  textos  correspondientes  a  cada  capítulo  (las  citas  completas  se 


consignan  en  la  sección  Bibliografía)  son  los  siguientes:  para  los  primeros  cuatro  capítulos 
son  el  texto  de  J.  D’Iverno  y  el  texto  de  W.  Pauli;  para  los  Capítulos  5  y  6  es  el  libro  de 
R.  P  Feynran,  R.  D.  Leighton  and  M.  Sounds,  para  los  Capítulos  7  al  10,  los  textos  de 
consulta  son  el  libro  de  F.  Mandl  y  el  libro  de  D.  R.  Bes.  El  texto  de  consulta,  para  el 
Capítulo  11  es  el  libro  de  F.  Mandl. 
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Capítulo  1 

POSTULADOS  RELATIVISTAS 

1.1  Introducción 

El  descubrimiento  de  la  relación  existente  entre  la  geometría  y  la  física,  proceso  iniciado 
por  Galileo  (1570-1612)  y  continuado  por  Newton  (1642-1727)  alcanzó  pleno  desarrollo 
con  Maxwell  (1831-1879)  quien  confirió  estado  de  teoría  a  la  unificación  de  los  fenómenos 
eléctricos  y  magnéticos.  Posteriormente,  el  estudio  de  las  aplicaciones  del  electromag¬ 
netismo  a  la  descripción  de  fenómenos  dinámicos  puso  de  manifiesto  la  existencia  de  incon¬ 
sistencias  entre  la  dinámica  newtoniana  y  el  electromagnetismo  de  Maxwell.  El  comienzo 
del  siglo  XX,  marcó  el  inicio  de  una  época  de  profundas  transformaciones  de  la  Física, 
ya  que  al  puntualizarse  las  dificultades  existentes  en  la  descripción  newtoniana  de  la  elec¬ 
trodinámica  de  los  cuerpos  en  movimiento  se  posibilitó  el  advenimiento  de  la  dinámica 
relativista.  Esta  teoría,  formulada  por  Einstein,  modificó  severamente  la  concepción  new¬ 
toniana  en  lo  relacionado  al  papel  del  observador  en  la  descripción  de  fenómenos  dinámicos 
y,  entre  otras  cosas,  abolió  el  concepto  newtoniano  de  tiempo  absoluto.  Conceptualmente, 
la  Teoría  de  la  Relatividad  Especial  es  una  teoría  clásica  que  generaliza  la  relación  de¬ 
scubierta  por  Galileo  entre  la  geometría  y  los  fenómenos  dinámicos.  En  este  capítulo 
estudiaremos  el  significado  de  las  tranformaciones  de  Galileo  en  el  contexto  de  la  dinámica 
de  Newton  y  analizaremos  su  generalización,  de  acuerdo  a  los  postulados  de  la  Teoría  de  la 
Relatividad  Especial.  Discutiremos,  finalmente,  el  significado  de  las  transformaciones  de 
Lorentz  (1853-1928)  por  comparación  directa  con  las  transformaciones  de  Galileo  y  como 
extensión  de  las  mismas. 


1.2  Transformaciones  de  Galileo 

Comenzaremos  definiendo  el  significado  de  un  evento  y  su  representación,  en  la  mecánica 
newtoniana,  mediante  la  utilización  de  diagramas  espacio-tiempo.  La  noción  intuitiva  de 
evento  corresponde  a  todo  aquello  que  ocurre  durante  un  intervalo  de  tiempo  corto  en  una 
región  limitada  del  espacio.  Podemos  idealizar  este  concepto  llamando  evento  al  fenómeno 
físico  que  ocurre  en  un  punto  del  espacio,  x,  en  un  instante  de  tiempo,  t.  Si  representamos 
cada  evento,  P,  en  función  de  la  asignación  de  coordenadas  (x,t),  escribiremos: 


P  =  P(x,  t). 


(1.2.1) 
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Como  primer  ejemplo  supondremos  el  movimiento  rectilíneo  de  un  cuerpo,  cuya  velocidad 
es  constante,  como  función  del  tiempo.  En  un  diagrama  (x,t)  la  historia  o  línea  de  universo 
del  cuerpo  es  una  línea  recta,  cuya  pendiente  es  la  inversa  de  la  velocidad  del  cuerpo  ya 
que 

x  =  xq  +  vt,  (1-2-2) 


y  en  consecuencia 


(x  -  Xq ) 
V 


(1.2.3) 


De  esta  manera  podemos  construir  diagramas  espacio-tiempo,  como  los  que  se  muestran 
en  la  Figura  1.1.  En  esa  figura  las  velocidades  indicadas  son  velocidades  relativas  a  A, 
que  arbitrariamente  corresponde  al  conjunto  de  puntos  x(t)  pertenecientes  a  la  trayectoria 
con  v  =  0.  Las  trayectorias  ByD  representan  velocidades  positivas  con  respecto  a  A  y  la 
trayectoria  C  corresponde  a  una  velocidad  negativa  respecto  a  A.  En  esta  representación 
los  observadores  B  y  D  se  alejan  de  A  mientras  el  observador  C  se  dirige  hacia  A.  La 
recta  correspondiente  a  la  velocidad  v  =  c  =  1  representa  la  línea  de  universo  de  una 
señal  luminosa.  El  sistema  de  unidades  adoptado  es  el  llamado  sistema  relativista ,  en 
este  sistema  las  velocidades  son  adimensionales  y  los  tiempos  se  miden  un  unidades  de 
longitud.  La  definición  de  evento  que  hemos  introducido  implica  el  conocimiento  de  los 
valores  de  la  posición  y  del  tiempo  (x,t)  asignados  al  mismo.  Llamaremos  observadores  a 
los  individuos  o  sistemas  de  detección  dotados  de  una  regla  y  un  reloj .  Estos  observadores 
confeccionan  tablas  o  registros  donde  se  consignan  los  valores  de  la  posición,  x,  y  del 
tiempo,  t,  correspondientes  a  la  línea  de  universo  de  un  dado  conjunto  de  eventos.  Como  la 
especificación  de  la  posición  de  un  evento  por  parte  de  un  observador  requiere  de  la  elección 
de  un  origen  (x=0)  respecto  al  cual  el  valor  de  x  asociado  al  evento  está  unívocamente 
definido,  es  necesario  introducir,  además  del  reloj  y  la  regla,  un  sistema  de  coordenadas. 
El  conjunto  regla-reloj- sistema  de  coordenadas  constituye  un  sistema  de  referencia.  En 
la  descripción  newtoniana  de  un  evento  si  dos  o  más  observadores  han  sincronizado  sus 
relojes  en  un  dado  instante,  ellos  siempre  estarán  de  acuerdo  en  la  lectura  que  hagan  de 
los  tiempos  asociados  al  evento,  independientemente  de  sus  movimientos  relativos.  Este 
es  el  concepto  de  tiempo  absoluto  de  la  mecánica  de  Newton.  Supongamos  que  un  tren  se 
desplaza  a  velocidad  constante  v  y  que  un  observador  fija  su  sistema  de  referencia  en  el 
tren,  tomando  el  origen  del  sistema  de  coordenadas  en  su  asiento.  Supongamos  que  otro 
observador  está  ubicado  en  tierra,  en  el  andén  de  una  estación.  Si  ambos  observadores 
han  sincronizado  sus  relojes  en  el  instante  de  tiempo  correspondiente  a  la  partida  del  tren 
desde  la  estación,  el  observador  cuyo  sistema  de  coordenadas  está  fijo  al  tren  describe  su 
línea  de  universo  como  una  recta  paralela  el  eje  temporal.  Para  el  observador  en  tierra, 
el  tren  se  mueve  de  acuerdo  a  la  ecuación  x(t)  =  xo  +  vt  y  la  correspondiente  línea  de 
universo  es  una  recta  cuya  pendiente  es  1/v.  En  el  contexto  newtoniano  las  lecturas  de 
los  valores  del  tiempo  coincidirán  para  ambos  observadores.  Con  respecto  a  su  sistema 
de  referencia  el  observador  en  el  tren  está  en  reposo,  ya  que  suponemos  que  no  se  mueve 
de  su  asiento,  y  sus  lecturas  del  tiempo  indican  valores  que  coinciden  con  los  valores  del 
tiempo  que  mide  el  observador  en  tierra  para  quien  el  tren,  y  por  ende  el  observador  fijo 
al  tren,  se  ha  desplazado  una  distancia  x{t)  en  el  tiempo  t.  Ahora  bien,  si  debemos  elegir 
una  forma  de  describir  el  fenómeno,  esto  es  el  movimiento  del  tren,  podemos  preguntarnos 
cuál  elegir.  El  concepto  de  relatividad  se  refiere  a  la  forma  en  que  diferentes  observadores 
describen  el  mismo  fenómeno. 


La  teoría  de  Newton  postula  la  existencia  de  un  sistema  de  referencia  preferido,  tal 
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Figura  1.1:  Diagramas  espacio-tiempo,  para  diferentes  historias  o  líneas  de  universo.  Cada 
línea  de  universo  corresponde  a  una  dada  velocidad.  La  recta  x  =  t  corresponde  a  la 
velocidad  v  =  c  =  1.  En  estas  unidades,  llamadas  unidades  relativistas,  la  recta  con 
pendiente  unidad  representa  la  línea  de  universo  de  una  señal  luminosa 


como  lo  establece  la  Primera  Ley  de  Newton:  Todo  cuerpo  continúa  en  su  estado  de 
reposo  o  en  movimiento  rectilíneo  uniforme  a  menos  que  su  estado  cambie  por  la  acción 
de  fuerzas  aplicadas  sobre  él.  De  acuerdo  con  esta  ley  existe  un  conjunto  privilegiado  de 
cuerpos,  que  son  aquellos  sobre  los  que  no  actúan  fuerzas.  Los  sistemas  de  referencia 
de  observadores  fijos  a  estos  cuerpos  se  denominan  sistemas  inerciales.  De  manera  que 
si  hemos  encontrado  un  sistema  inercial,  S,  entonces  cualquier  otro  sistema  inercial,  S', 
estará  en  reposo  o  se  moverá  con  velocidad  constante  con  respecto  a  S.  Claramente,  si  esto 
no  se  cumple,  la  primera  ley  de  Newton  dejaría  de  ser  válida.  Las  transformaciones  que 
permiten  el  pasaje  de  un  sistema  inercial  a  otro  sistema  inercial  son  las  transformaciones 
de  Galileo.  Consideremos,  para  fijar  las  ideas,  que  S  y  S'  son  dos  sistemas  inerciales,  cuyos 
ejes  coordenados  son  paralelos,  y  supongamos  que  S'  se  mueve  respecto  a  S  a  lo  largo  del 
semieje  positivo  x,  con  velocidad  constante  V  (ver  Figura  1.2).  Si  dos  observadores  han 
sincronizado  sus  relojes  en  el  instante  en  que  los  orígenes  de  ambos  sistemas  de  coordenadas 
coincidieron,  sus  lecturas  indicarán 

x  =  x  —  Vt,  y'  =  y  z1  =  z  t'  =  t  (1-2.4) 

Estas  son  las  transformaciones  de  Galileo.  Como  las  leyes  de  Newton  son  válidas  solamente 
en  sistemas  inerciales,  podemos  interpretar  a  las  transformaciones  de  Galileo  como  las 
transformaciones  frente  a  la  cuales  las  leyes  de  Newton  son  invariantes. 

La  Segunda  Ley  de  Newton  establece  que 

El  cambio  del  momento  de  un  cuerpo  con  respecto  al  tiempo  es  igual  a  la  fuerza  aplicada 
sobre  el  cuerpo  y  está  dirigido  en  la  dirección  del  movimiento  del  cuerpo 
La  demostración  de  la  invariancia  de  esta  ley  al  aplicar  las  transformaciones  de  Galileo 
es  directa  ya  que,  para  una  partícula  de  masa  rn  constante,  el  cambio  del  momento  con 
respecto  al  tiempo,  se  expresa  en  el  sistema  S 
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Figura  1.2:  Representación  de  un  par  de  sistemas  inerciales.  El  sistema  S'  se  mueve  con 
velocidad  V,  a  lo  largo  del  eje  x  del  sistema  S. 


En  el  sistema  S'  esta  fuerza  se  escribe 


y  su  valor  coincide  con  el  valor  de  la  fuerza  calculado  en  S,  ya  que 


(1.2.6) 


dv'  dv 
dt  dt 


(1.2.7) 


Por  lo  tanto,  no  solamente  el  valor  de  la  fuerza  sino  también  la  forma  de  la  Segunda  Ley  de 
Newton  se  mantienen  invariantes  al  aplicar  las  transformaciones  de  Galileo.  El  resultado 
anterior  establece  la  covariancia  de  las  leyes  de  Newton:  las  leyes  de  Newton  tienen 
la  misma  forma  en  diferentes  sistemas  de  coordenadas  al  aplicar  las  transformaciones  de 
Galileo.  Esta  propiedad  no  se  verifica  en  el  caso  de  las  ecuaciones  de  Maxwell,  como 
veremos  a  continuación.  Consideremos  el  caso  de  una  carga,  q,  cuyo  valor  es  el  mismo 
para  dos  observadores  S  y  S";  llamemos  V  a  la  velocidad  relativa  entre  ambos  observadores 
y  v  y  v1  a  los  valores  de  la  velocidad  de  la  carga  de  prueba  medidas  en  S  y  Sí  Suponemos 
que  la  carga  se  mueve  en  una  región  del  espacio  donde  no  existe  materia  polarizable  y 
en  presencia  de  campos  eléctricos  y  magnéticos  estáticos.  La  fuerza  neta  sobre  la  carga 
medida  en  S  es  la  fuerza  de  Lorentz: 


Fg  =  q{E  +  v  X  B)  (1.2.8) 

Esta  misma  fuerza,  según  el  observador  en  S'  se  escribe 

Fgi  =  q(E'  +  v'  x  B ')  (1.2.9) 

siendo  ( E,B )  y  (E' ,  B')  los  campos  medidos  en  S  y  S',  respectivamente.  De  acuerdo  a 
los  resultados  obtenidos  al  aplicar  las  transformaciones  de  Galileo  a  las  leyes  de  Newton, 
podemos  pedir  que  los  valores  de  Fg  y  Fg>  coincidan  y  expresar  las  cantidades  medidas 
en  S  en  función  de  las  cantidades  medidas  en  S'  (v’=v-V),  de  donde  resulta 


Fs,  =  q(E '  -  V  X  B'  +  v  X  B') 


(1.2.10) 
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En  consecuencia,  la  igualdad  entre  las  fuerzas  requiere 

B'  =  B  E'  =  E  +  VxB  (1.2.11) 

Claramente,  la  relación  entre  campos  eléctricos  implica  que  las  fuentes  en  S  y  S'  son 
diferentes,  ya  que: 

V.E  =  Inp  (1.2.12) 

de  donde 

ps  =  ps'  -  -^v'.  (v  x  B ) 

La  definición  de  la  densidad  de  carga  en  cada  sistema  implica 

A  q 

PS  =  A - 1 

Avols 

A  q 

P S  Avol  S' 

Ahora  bien,  la  aplicación  de  las  transformaciones  de  Galileo  deja  invariante  el  elemento 
de  volumen  ( Avols  =  A vols>)  y  ambos  observadores  miden  la  misma  carga,  por  lo  tanto 
debe  cumplirse 

PS  =  PS'  (1.2.15) 

en  contradicción  con  el  resultado  (1.2.13)  obtenido  al  pedir  la  igualdad  de  los  valores  de 
las  fuerzas.  Notemos  que,  si  pedimos  la  covariancia,  respecto  a  las  transformaciones  de 
Galileo,  de  la  fuerza  sobre  una  carga  y  si  esta  tomara  diferentes  valores  para  diferentes 
observadores,  la  variación  V'.  (Ex  B)  podría  utilizarse  para  definir  la  velocidad  absoluta  de 
un  sistema.  Estos  resultados  constituyen  cuestionamientos  severos  al  esquema  newtoniano, 
ya  que  al  tratar  con  fenómenos  electromagnéticos:  o  se  abandona  la  noción  de  covariancia 
para  las  fuerzas  electromagnéticas  frente  a  las  transformaciones  de  Galileo  o  bien  se  busca 
una  generalización  de  las  transformaciones  de  Galileo.  Esta  fue  la  motivación  del  trabajo 
de  Einstein  y  que  llevó  a  la  formulación  de  la  Teoría  de  la  Relatividad  Especial,  tal  como 
discutiremos  a  continuación. 


(1.2.14) 


(1.2.13) 


1.3  El  Principio  de  la  Relatividad  Especial 

El  principio  de  relatividad,  en  la  mecánica  newtoniana,  establece  que 

Todos  los  observadores  inerciales  son  equivalentes,  en  lo  que  respecta  a  experimentos 

dinámicos 

Esto  quiere  decir  que  si  un  observador  inercial  realiza  un  experimento  dinámico  y  de¬ 
termina  una  dada  ley  física  (i.e.  si  determina  mediante  sus  mediciones  la  existencia  de 
relaciones  entre  magnitudes  físicas  asociadas  a  dicho  experimento)  entonces  cualquier  otro 
observador  inercial  que  realice  la  misma  experiencia  debe  descubrir  la  misma  ley  física. 
En  otras  palabras,  las  leyes  enunciadas  por  estos  observadores  inerciales  deben  ser  invari¬ 
antes  frente  a  las  transformaciones  de  Galileo.  Podemos  entonces  afirmar  que  si  la  ley 
del  ejemplo  se  escribe  utilizando  las  coordenadas  y  el  tiempo  medidos  por  un  observador 
en  S ,  entonces  debe  escribirse  de  la  misma  manera  en  S' ,  reemplazando  (x,  y,  z,  t )  por 
(, x',y',z',t  =  t').  Este  enunciado  del  principio  de  relatividad  es  equivalente  a  afirmar  que 
mediante  la  realización  de  un  experimento  dinámico  sobre  un  dado  cuerpo  no  se  puede 
decidir  respecto  al  estado  de  movimiento,  reposo  o  movimiento  uniforme,  de  dicho  cuerpo. 
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En  la  teoría  de  Newton  no  podemos  determinar  la  posición  absoluta  de  un  evento  en  el 
espacio,  ya  que  sólo  podemos  determinar  tal  posición  con  respecto  a  otro  evento.  De 
esta  manera,  posición  y  velocidad  son  conceptos  relativos.  El  concepto  de  relatividad 
de  la  teoría  de  Newton  puede  criticarse,  como  lo  hizo  Einstein,  diciendo  que  un  experi¬ 
mento  puramente  dinámico  no  existe  y  que  aún  al  nivel  más  elemental  la  realización  de 
cualquier  experimento  dinámico  implica  además  la  realización  de  observaciones  que  están 
gobernadas  por  otras  leyes  físicas.  Esto  significa  que  al  realizar  un  experimento  dinámico 
debemos  también  observar,  registrar  y  transmitir  los  valores  de  las  variables  dinámicas. 
El  conjunto  de  acciones  implícitas  en  el  acto  de  la  observación,  para  Einstein,  no  es  parte 
de  la  dinámica. 


1.4  Postulados  de  Einstein 

De  acuerdo  a  la  interpretación  de  Einstein  el  principio  de  relatividad  newtoniano  debe 
re-formularse  de  la  manera  siguiente: 

Primer  Postulado  de  Einstein: 

Todos  los  observadores  inerciales  son  equivalentes 

Este  postulado  elimina  la  limitación  impuesta  por  la  naturaleza  dinámica  de  un  fenómeno 
físico.  Supongamos,  por  ejemplo,  que  un  observador  mide  la  distancia  a  un  objeto  dado 
enviando  una  señal  luminosa.  Esta  señal  es  reflejada  por  el  objeto  y  recibida  por  el  ob¬ 
servador.  Si  adoptamos  como  método  de  medición  de  distancias  la  medición  del  tiempo 
transcurrido  entre  la  emisión  y  la  detección  de  la  señal  luminosa,  la  distancia  desde  el  ob¬ 
servador  al  objeto  será  proporcional  a  la  mitad  de  la  diferencia  entre  estos  tiempos.  Con 
este  método,  las  distancias  se  expresan  en  unidades  de  tiempo  y  la  constante  de  propor¬ 
cionalidad  es  la  velocidad  de  la  luz  en  el  vacío.  Las  observaciones  astronómicas  demuestran 
que  la  velocidad  de  la  luz  en  el  vacío  es  independiente  del  movimiento  de  las  fuentes  y  es 
también  independiente  del  color,  intensidad,  etc.  Einstein  adoptó  la  constancia  del  valor 
de  la  velocidad  de  la  luz,  c,  en  su  segundo  postulado: 

Segundo  Postulado  de  Einstein: 

La  velocidad  de  la  luz  es  la  misma  en  todos  los  sistemas  inerciales 

El  valor  experimental  de  la  velocidad  de  la  luz  en  vacío  es  c  =  2, 99792458  x  10 8m/seg, 
aproximadamente  igual  a  3  x  108  rn/seg.  A  continuación  veremos  algunas  de  las  conse¬ 
cuencias  de  estos  postulados. 


1.5  Velocidades  relativas 

Consideremos  las  líneas  de  universo,  o  historias  en  el  plano  (x,t),  de  dos  observadores 
inerciales  A  y  B.  Suponemos,  por  simplicidad,  que  A  está  en  reposo  y  que  B  está  alejándose 
de  A  con  velocidad  constante.  El  diagrama  de  A  será  entonces  una  línea  vertical  paralela  al 
eje  t  mientras  que  el  de  B  formará  un  dado  ángulo  con  el  eje  x.  Por  conveniencia  fijemos  el 
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valor  c  =  1,  de  manera  que  cualquier  señal  luminosa  se  puede  representar  como  una  recta 
a  45  grados  (pendiente  1)  respecto  al  eje  x.  En  lo  que  resta  del  capítulo,  las  velocidades  se 
indicarán  en  unidades  relativistas.  En  consecuencia,  para  representar  la  línea  de  universo 
de  la  señal  luminosa  adoptaremos  c=l  y  por  lo  tanto  tendremos  x=t. 

Si  A  emite  señales  a  intervalos  de  tiempo  T,  según  su  reloj,  ellas  serán  recibidas  por 
B  a  intervalos  fT,  donde  /  es  un  factor  a  determinar  y  que  depende  del  movimiento 
de  B  relativo  a  A.  Como  ambos  observadores  son  inerciales,  este  factor  es  independiente 
del  tiempo.  En  otras  palabras,  estamos  pidiendo  que  entre  los  valores  de  las  coordenadas 
espaciales  y  tiempos  de  A  y  B  exista  una  relación  lineal.  El  principio  de  relatividad  especial 
requiere  que  exista  reciprocidad  entre  las  relaciones  de  A  y  B,  de  manera  que  si  B  emite 
señales  a  intervalos  T  según  su  reloj,  A  las  recibirá  a  intervalos  fT,  ya  que  desde  el  punto 
de  vista  de  B  es  A  quien  se  está  alejando  de  B  con  velocidad  constante.  Consideremos 
la  forma  en  que  el  observador  A  asigna  coordenadas  a  un  evento  dado  P.  Si  A  envía  una 
señal  luminosa  en  el  instante  t  =  t±,  que  es  reflejada  por  P  y  recibida  nuevamente  por  A 
en  el  instante  t  =  t2,  A  asignará  las  coordenadas 


(Í1+Í2)  (Í2-Í1) 

- 2 -  ’  X’  = - 2 - 


(1.5.1) 


La  demostración  es  muy  simple  y  nos  basaremos  en  el  diagrama  que  se  muestra  en  la 
Figura  1.3.  En  el  triángulo  (t2 tP)  el  lado  (t2t)  es  igual  a  xtan  (3  y  en  el  triángulo  (t\tP) 
el  lado  (tit)  es  igual  a  xtany.  A  partir  de  estas  relaciones  se  obtiene 


t2  —  ti  =  x(tan  (3  +  tan  7) 

(1.5.2) 

y  como  ¡3  =  7  =  f ,  y  por  lo  tanto  tan  7  =  tan  ¡3  =  1,  resulta 

t2  —  t\  =  2x 

(1.5.3) 

Análogamente,  en  el  triángulo  ( t\tP )  se  verifica 

t-h  .  tt 

-  =  tan  —  =  1 

x  4 

(1.5.4) 

y  en  consecuencia 

t  =  t\  +  X 

(1.5.5) 

de  donde  resultan  los  valores  indicados  anteriormente  para  x  y  t  en  (1.5.1).  Si  los  obser¬ 
vadores  A  y  B  han  sincronizado  sus  relojes  cuando  sus  líneas  de  universo  se  cruzaron  en 
el  punto  O  y  situamos  a  P  sobre  la  línea  de  universo  de  B,  la  señal  enviada  por  A,  al  cabo 
de  un  tiempo  T,  será  recibida  en  P  al  cabo  de  un  tiempo  fT  y  recibida  nuevamente  en  A 
al  cabo  de  un  tiempo  f(fT)  =  f2T.  Todos  estos  valores  están  referidos  a  O  (ver  Figura 
1.3). 

Reemplazando  estos  valores  en  la  definición  de  las  coordenadas  de  P,  obtenemos 


h=T  ,  t2  =  f2T 
T(l  +  f2)  _  T(/2  -  1) 

2  ’  X  2 


(1.5.6) 


Como  T  varía,  estas  son  las  coordenadas  de  los  eventos  que  definen  la  línea  de  universo 
de  B.  Si  V  es  la  velocidad  de  B  respecto  a  A,  entonces 


x  j f 2  -  1) 
I  (f2  +  1) 


(1.5.7) 
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Figura  1.3:  Transformación  de  lecturas  del  tiempo  entre  los  observadores  inerciales  A  y  B. 
Ambos  observadores  han  sincronizado  sus  relojes  en  O.  El  observador  B  se  desplaza  con 
velocidad  constante  V  respecto  al  observador  A.  Por  construcción  (definición  del  método 
de  la  señal  luminosa)  el  segmento  que  parte  del  eje  temporal  en  B  e  intersecta  al  eje 
temporal  en  A  en  el  punto  t\  es  paralelo  a  la  recta  x  =  t  y  el  que  lo  intersecta  en  Í2  es 
perpendicular  a  la  recta  x  =  t. 


y  en  consecuencia 


/  = 


1  +  V 
1-V 


(1.5.8) 


Si  B  se  está  alejando  de  A  entonces  resulta  /  >  1  y  si  B  se  acerca  a  A  entonces  /  <  1. 
Naturalmente,  si  A  está  en  reposo  respecto  a  B  y  B  está  en  reposo  respecto  a  A  (reposo 
relativo  significa  V  =  0)  y  han  sincronizado  sus  relojes  entonces  sus  relojes  permanecerán 
sincronizados.  Si  ahora  consideramos  un  tercer  observador  inercial,  C,  podemos  utilizar 
el  procedimiento  anterior  y  escribir  las  relaciones 


f(AB) 

f(BC) 

f(AC) 


n+v{AB)y 
Vi  -V(AB)J 
íi  +  v(BC)y 
V 1  —  V{BC) ) 

(\  +  V{AC)\^ 
\l-V(AC)J 


(1.5.9) 


y  a  partir  de  estas  relaciones  y  de  acuerdo  al  Primer  Postulado,  obtenemos 


f(AC)  =  f(AB)f(BC)  (1.5.10) 


y  este  resultado  implica  la  regla  de  composición  de  velocidades 


V(AC) 


V{AB)  +  V(BC) 
1  +  V(AB)V(BC) 


(1.5.11) 
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tro  n 


fo  co  1 


V 

foco  2  • 


Disparador  1 

t 


A 


Disparador  2 

_ 1 _ 


anden 


Figura  1.4:  Vagón  en  movimiento  respecto  al  andén.  Las  señales  luminosas  emitidas  en 
los  focos  /i  y  f‘2  son  detectadas  en  tierra  (disparadores  1  y  2)  y  en  el  centro  del  vagón 


La  demostración  es  sencilla  y  su  realización  se  propone  como  ejercicio  al  final  del  capítulo. 
La  Eq.  (1.5.11)  es  una  ley  de  composición  de  velocidades  que  difiere  de  la  correspondiente 
a  las  transformaciones  de  Galileo 

V(AC)  =  V(AB)  +  V(BC)  (1.5.12) 

y  está  de  acuerdo  con  el  Segundo  Postulado,  ya  que  si  suponemos  V(BC)  =  1,  es  decir:  la 
velocidad  relativa  de  C  respecto  a  B  es  la  velocidad  de  la  luz,  entonces  resulta  V(AC )  =  1. 
A  partir  de  esta  nueva  ley  de  composición  de  velocidades,  podemos  extraer  las  siguientes 
conclusiones: 

a)  si  sumamos  dos  velocidades  menores  que  c  el  valor  resultante  es  menor  que  c 

b) si  alguna  de  las  velocidades  es  c  el  resultado  de  la  suma  es  c. 

En  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial  c  tiene,  por  lo  tanto,  el  significado  de  una 
velocidad  límite. 


1.6  El  concepto  de  simultaneidad 

La  noción  ordinaria  de  simultaneidad  implica  el  tratamiento  separado  de  las  coordenadas 
espaciales  y  temporales  de  los  eventos.  Este  no  es  el  caso  en  la  teoría  de  la  Relatividad 
Especial,  donde  el  papel  que  juega  el  concepto  de  simultaneidad  es  crítico. 

Supongamos  el  siguiente  experimento  ideal:  un  observador  (B)  se  sitúa  en  la  mitad 
de  un  vagón  de  tren,  el  vagón  tiene  en  cada  extremo  un  dispositivo  emisor  de  señales  de 
luz  que  apuntan  hacia  el  observador  (fuentes  de  luz  1  y  2)  y  que  se  activan  cuando  el 
vagón  pasa  por  dos  puntos  fijos  en  tierra  (disparadores  1  y  2)  separados  entre  sí  por  una 
distancia  igual  a  la  longitud  del  vagón;  entre  esos  puntos  fijos  (disparadores)  se  sitúa  otro 
observador  (A)  (ver  Figura  1.4). 

El  vagón  se  mueve  a  velocidad  V  respecto  a  tierra  y  al  pasar  por  los  puntos  fijos,  de 
modo  que  cada  extremo  del  vagón  en  movimiento  coincida  con  un  punto  fijo  (disparador) 
en  tierra,  se  activan  los  emisores  de  luz.  Para  el  observador  A  los  destellos  se  producen 
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Figura  1.5:  Cono  de  luz  correspondiente  al  evento  O.  El  evento  O  está  precedido  por  el 
evento  G  y  antecede  al  evento  F.  El  evento  C,  sobre  la  línea  de  universo  con  v  =  c  (señal 
luminosa),  precede  al  evento  O.  Las  zonas  sombreadas  representan  el  pasado  y  el  futuro 
absolutos  del  evento  O.  Las  zonas  exteriores  al  cono  de  luz  asociado  a  O  representan  el 
pasado  relativo  y  el  futuro  relativo  de  O. 


en  forma  simultánea  pero  el  observador  B,  que  se  mueve  hacia  la  luz  disparada  desde  el 
extremo  del  vagón  situado  a  su  izquierda  y  que  se  aleja  de  la  luz  emitida  por  el  dispositivo 
situado  a  su  derecha  (foco  1),  verá  la  luz  de  la  fuente  2  antes  de  ver  la  luz  proveniente  de 
la  fuente  1.  En  consecuencia,  B  afirmará  que  las  emisiones  de  luz  han  sido  sucesivas  y  no 
simultáneas.  Los  eventos  que  A  considera  simultáneos  son  considerados  por  B  como  suce¬ 
sivos.  Esto  nos  demuestra  el  carácter  relativo  del  concepto  de  simultaneidad.  Podemos 
entonces  hablar  de  la  relatividad  de  la  simultaneidad. 


1.7  El  cono  de  luz 

Si  consideramos  un  evento  O,  en  la  línea  de  universo  de  un  dado  observador,  podemos 
distinguir  cuatro  regiones  en  el  plano  (x,t)  determinadas  por  las  dos  rectas  a  |  y  a  j, 
respectivamente,  respecto  al  semieje  x  positivo,  y  que  se  intersectan  en  O  (ver  Figura  1.5): 

a)  el  pasado  absoluto  de  O:  es  la  región  limitada  por  las  rectas  x  =  ±ct,  en  el  semiplano 
inferior 

b) el  futuro  absoluto  de  O:  es  la  región  del  semiplano  superior  limitada  por  las  rectas 
x  =  ±ct 

c) el  pasado  relativo  de  O:  son  las  regiones  del  semiplano  inferior  limitadas  por  el  eje  x 
y  por  las  rectas  x  =  ±ct 

d) el  futuro  relativo  de  O:  son  las  regiones  del  semiplano  superior  limitadas  por  el  eje 
x  y  por  las  rectas  x  =  ±cí 

Si  ubicamos  un  evento  H  sobre  una  de  las  ramas  positivas  (semiplano  superior)  t  = 
L-\.x.  este  evento  ocurrirá  después  de  O  y  es  una  manifestación  de  causalidad :  el  evento 
O  causa  el  evento  H.  Si  tomamos  un  evento  F  en  la  región  entre  las  ramas  positivas, 
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este  evento  ocurrirá  después  de  O.  Todos  los  observadores  inerciales  estarán  de  acuerdo 
en  afirmar  estas  relaciones.  Algo  similar  ocurrirá  con  los  eventos  tipo  C  ubicados  sobre 
una  de  las  ramas  negativas  y  tipo  G,  ubicados  en  el  semiplano  inferior  en  el  interior  del 
cono  de  luz  asociado  a  O,  que  serán  descriptos  por  todos  los  observadores  inerciales  como 
antecesores  de  O. 

Los  eventos  que  se  ubiquen  fuera  del  cono  de  luz  asociado  a  O,  es  decir  los  sectores  del 
pasado  relativo  o  del  futuro  relativo,  no  serán  descriptos  de  la  misma  manera  por  todos  los 
observadores  inerciales.  Notemos  también  que  la  línea  de  universo  de  cualquier  observador 
inercial  que  pase  por  O  debe  estar  en  la  región  limitada  por  el  cono  de  luz. 


1.8  La  paradoja  del  reloj 

El  significado  del  tiempo ,  en  la  Relatividad  Especial,  difiere  al  correspondiente  a  la  teoría 
newtoniana.  Para  ilustrar  esta  afirmación  discutiremos  la  llamada  paradoja  del  reloj.  Con¬ 
sideremos  tres  observadores  inerciales,  A,  B  y  C,  que  se  mueven  con  velocidades  relativas 
V(AB )  =  —V(AC).  Supongamos  (ver  Figura  1.6)  que  A  y  B  han  sincronizado  sus  relojes 
al  encontrarse  en  0{AB)  =  O  y  que  el  reloj  de  C  está  sincronizado  con  el  reloj  de  B  en 
O(BC).  Supongamos,  además,  que  B  y  C  se  encuentran  al  cabo  de  un  tiempo  T  según 
B  y  que  ambos  emiten  una  señal  luminosa  a  A.  Entonces,  de  acuerdo  a  nuestros  cálculos 
previos,  A  recibe  esa  señal  en  R  luego  de  un  tiempo  f(AB)T  medido  desde  el  encuentro 
con  B,  donde  f(AB)  >  1  ya  que  B  se  aleja  de  A.  La  señal  enviada  por  C  llegará  a  A 
después  de  un  tiempo  T/f(AB),  ya  que  las  velocidades  relativas  tienen  distinto  signo  y  por 
consiguiente  f{AC)  — >•  1  / f(AB).  Este  resultado  se  suele  presentar  como  una  paradoja. 
En  realidad  no  lo  es,  ya  que  el  tiempo  relativista  depende  del  camino  recorrido  por  la 
señal.  En  este  caso  las  mediciones  fueron  efectuadas  por  dos  pares  de  observadores  iner¬ 
ciales  (AB)  y  (AC)  cuyos  movimientos  relativos  son  distintos,  ya  que  B  se  aleja  de  A  y  C 
se  acerca  a  A,  y  no  por  un  único  par  de  observadores. 


1.9  Las  transformaciones  de  Lorentz 

A  continuación  presentaremos  una  serie  de  transformaciones,  conocidas  como  transforma¬ 
ciones  de  Lorentz  especiales,  que  nos  permitirán  establecer  relaciones  entre  las  coordenadas 
y  tiempos  asignados  a  un  dado  evento  por  observadores  inerciales.  La  forma  general  de 
estas  transformaciones  será  discutida  en  el  capítulo  siguiente.  Consideremos  que  a  un 
evento  P  se  le  asignan  coordenadas  (x,t)  en  un  sistema  inercial  A  y  ( x',t' )  en  un  sistema 
inercial  B.  El  observador  A  debe  enviar  luz  en  el  instante  t  —  x  para  iluminar  a  P  y  recibirá 
luz  en  el  instante  t  +  x.  Suponemos  que  la  línea  de  universo  de  A  está  dada  por  x  =  0 
y  que  el  origen  para  t  en  A  es  arbitrario  (ver  Figura  1.7).  Si  utilizamos  las  definiciones 
basadas  en  el  uso  de  factores  de  transformación  entre  observadores  inerciales,  podemos 
escribir,  tomando  unidades  relativistas: 


t'  —  x1  =  f(t  —  x) 
t  +  X  =  f(t'  +  x') 
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R 


Q 


O 


Figura  1.6:  Interpretación  gráfica  de  la  llamada  paradoja  del  reloj.  El  observador  B  se 
aleja  del  observador  A  con  velocidad  Vab  =  V;  el  observador  C  se  aproxima  al  observador 
A  con  velocidad  Vac  =  —  V.  Las  líneas  de  universo  de  los  observadores  B  y  C  se  intersectan 
en  el  punto  P  (punto  de  sincronismo  de  ambos  sistemas).  Ambos  sistemas  emiten  señales 
hacia  el  sistema  A.  La  señal  que  parte  de  C  alcanza  a  A  en  el  punto  Q,  correspondiente 
al  valor  Tq_oab  =  ÍacT  =  (1  / Íab)T\  la  señal  que  parte  de  B  alcanza  a  A  en  el  punto  R, 
al  que  se  le  asigna  el  valor  Tr_0ab  =  ÍabT,  ya  que  f ac  =  1/Íab  Y  Íab  >  1-  Ya  que  B 
se  aleja  de  A,  resulta  Tqqab  <  T  <  TRoAB 
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de  donde  resulta 


y  como 


t' 


1 

2 

1 

2 


(/  +  y)*  -  (/“  y)* 
(/  +  y)*-(/-y)í 


/+  / 

1  _  2u 

;  /  "  VT^W 


podemos,  finalmente,  escribir 


t'  = 


x'  = 


t  —  XV 

Vi  —  v2 
x  —  vt 

Vi  —  V2 


(1.9.1) 


(1.9.2) 


En  estas  unidades  el  tiempo  se  mide  en  unidades  de  longitud,  la  velocidad  es  adimen¬ 
sional  y  se  indica  en  fracciones  de  c.  En  unidades  ordinarias  (t  — >•  te  y  v  — >  -)  estas 
transformaciones  toman  la  forma: 


,  t  —  XV /c2 

\Jl  —  v2/c2 
f  x  —  vt 

y/l  —  V2  /  C2 

Las  transformaciones  (10.1.3)  son  un  caso  especial  de  las  transformaciones  de  Lorentz 
y  se  interpretan  como  un  arrastre  del  sistema  de  coordenadas  S'  en  la  dirección  del  semieje 
positivo  x  de  S ,  con  velocidad  v.  Notemos  que  si  v  «  1  estas  transformaciones  toman  la 
forma  de  las  transformaciones  de  Galileo. 


1.10  Concepto  de  representación  espacio-tiempo 


Podemos  comparar  las  transformaciones  especiales  de  Lorentz  con  las  transformaciones  de 
Galileo. 


Transformaciones  de  Galileo 

Transformaciones  de  Lorentz 

t'  =  t 

_!_/  _  t—vx/c¿ 

\fl  —  V2/c2 

x'  =  x  —  vt 

,J  _  x-vt 

\J  1—v2  / c2 

y'  =  y 

y'  =  y 

z'  =  z 

z!  =  z 
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Figura  1.7:  Transformación  entre  sistemas  inerciales,  de  las  coordenadas  espacio- 
temporales  asignadas  a  P 


Vemos  que  en  el  caso  de  las  transformaciones  de  Galileo  la  coordenada  temporal  es  la 
misma  para  todos  los  observadores  (tiempo  absoluto  de  la  teoría  newtoniana).  Para  el 
caso  de  las  transformaciones  de  Lorentz,  las  coordenadas  espaciales  y  temporales  están 
mezcladas.  En  la  representación  newtoniana,  el  tiempo  está  separado  del  espacio  euclídeo 
y  existe  simultaneidad  absoluta.  Así,  si  consideramos  dos  eventos  simultáneos,  a  los  que 
asignamos  coordenadas  (t,xi,yi,zi)  y  (t,x 2,1/2,  ^2),  el  cuadrado  de  la  distancia  euclídea, 
l,  entre  esos  eventos  se  define  como 

í2  =  (xi  -  x2)2  +  (2/1  -  í/2)2  +  (zi  -  z2)2  (1.10.1) 

y  es  invariante  frente  a  transformaciones  de  Galileo. 

Si  ahora  tomamos  en  cuenta  las  transformaciones  de  Lorentz,  las  coordenadas  espa¬ 
ciales  y  temporales  se  combinan  de  manera  de  definir  el  espacio  continuo  de  4  dimensiones 
( espacio-tiempo ),  donde  el  intervalo  s  entre  dos  eventos  se  define 

s 2  =  c2(íi  -  t2f  -  (xi  -  x2)2  -  (2/1  -  2/2) 2  -  (zi  -  Z2)2  (1.10.2) 

Esta  cantidad  (s2)  es  invariante  frente  a  transformaciones  de  Lorentz.  Notemos  que  mien¬ 
tras  l  es  siempre  una  cantidad  definida  positiva  (o  nula),  s  es  real  solo  si  s2  es  no-negativo. 
En  forma  diferencial,  suponiendo  que  las  diferencias  entre  las  coordenadas  de  ambos  even¬ 
tos  son  infinitesimales,  tenemos 


ds2  =  c2dt 2  —  dx2  —  dy2  —  dz2 


(1.10.3) 
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El  espacio  de  4  dimensiones  en  el  que  la  forma  diferencial  ds2  de  la  Ec.  (1.10.3)  es  invari¬ 
ante  frente  a  transformaciones  de  Lorentz  especiales  (10.1.3)  es  el  espacio  de  Minkowski. 
En  el  Capítulo  2  definiremos  la  forma  general  de  las  transformaciones  de  Lorentz  y  estu¬ 
diaremos  algunas  consecuencias  importantes  de  la  teoría. 


Para  concluir  con  esta  introducción  a  las  transformaciones  de  Lorentz  nos  referire¬ 
mos  a  su  interpretación  como  generalización  lógica  de  las  transformaciones  de  Galileo  y 
basándonos  en  consideraciones  de  simetría. 

En  forma  matricial,  las  transformaciones  de  Galileo  se  escriben  de  la  manera  siguiente 


t< 


(1.10.4) 


y  resulta  manifiesta  la  asimetría  de  la  matriz  de  transformación.  Si  pensamos  en  una 
forma  más  simétrica,  manteniendo  la  linealidad  en  la  relación  de  ( x ,  t )  con  (x' ,  t'),  podemos 
escribir 


a 


i 


—va 


(1.10.5) 


donde  el  parámetro  a  fue  introducido  para  expresar  el  producto  vax  en  las  mismas 
unidades  que  t.  A  este  argumento  agregaremos  como  condición  que  la  aplicación  de  dos 
transformaciones  sucesivas,  con  velocidades  v  y  —  v  deje  invariante  al  conjunto  de  coorde¬ 
nadas  iniciales.  Expresaremos  esta  condición  mediante  el  factor  de  normalización  ¡3 ,  tal 
que 


t! 


l 


—va 


(1.10.6) 


El  producto  de  transformaciones  S  — >•  S'  —> 


S  es  la  transformación  unidad 


f  (  -la  7 )  ( L  ¡ )  =  ( i ! )  <L1°- 

y  esta  igualdad  implica 

(1.10. 

Por  razones  dimensionales  dim[a]  =  (velocidad)^2 .  Finalmente,  examinaremos  la 
noción  de  intervalo  espacio-temporal.  Generalizando  la  definición  de  distancia  entre  dos 
puntos  en  espacio  euclídeo,  escribimos 


/32  = 


1  —  v2a 


s 


2 


í  2j.2  z 
k  t  —  X 


(1.10.9) 


y  pediremos  que  esta  distancia  sea  invariante  frente  a  la  transformación  S  S’ . 

Suponemos  que  el  factor  k  es  real  y  para  determinar  su  valor  escribiremos  la  igualdad 
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k2t'2-x'2  =  k2t2/32{l  -  -  x2/32(1  -  k2a2v2) 

+  2xtv/32(í  —  ak2) 

La  igualdad  de  ambos  intervalos 

7  2.2  2  7  2  ./2  /2 

k  t  —  x  =  k  t  —  x 


(1.10.10) 


(1.10.11) 


se  cumple  si  se  anula  el  coeficiente  en  el  término  que  contiene  xtv  y  esto  significa  que  los 
valores  de  A:  y  a  están  relacionados 


a 


Con  este  valor  los  coeficientes  de  los  términos  x2  y  k2t2 


(1.10.12) 


¡32  (1  —  k2  a2  v2)  =  /32(1  —  av2)  =  1 
v 2 

/ 32(1 -^)  =  /32(1  —  ar2)  =  1  (1.10.13) 

se  reducen  a  la  unidad. 

En  definitiva  la  transformación  generalizada  requiere  de  un  único  parámetro  ( k )  que 
es  independiente  del  sistema  utilizado  para  describir  el  intervalo  espacio-temporal.  En  la 
teoría  de  la  Relatividad  Especial,  el  valor  del  parámetro  k  es  igual  al  valor  de  la  velocidad 
de  la  luz  en  el  vacío.  Esta  elección  no  es  arbitraria,  ya  que  respeta  un  hecho  observacional: 
el  valor  de  la  velocidad  de  propagación  de  una  señal  luminosa  en  vacío  es  independiente 
del  estado  de  movimiento  de  la  fuente. 

De  esta  manera,  la  generalización  de  las  transformaciones  de  Galileo,  en  las  condiciones 
de  simetrización  e  invariancia  descriptas  anteriormente,  conduce  a  la  forma 


de  donde 


(1.10.14) 


(1.10.15) 


1.11  Resumen  del  capítulo 


Se  sugiere  al  estudiante  que  exprese,  en  sus  propios  términos,  los  conceptos,  definiciones 
y  principios  que  se  enumeran  a  continuación,  como  forma  de  valorar  los  conocimientos 
adquiridos.  La  misma  metodología  se  sugiere  para  los  capítulos  siguientes  (y  se  omitirá 
en  los  correspondientes  resúmenes  esta  mención) 


Transformaciones  de  Galileo. 


1.12.  PROBLEMAS 


17 


•  Tiempo  absoluto  en  la  Mecánica  Newtoniana. 

•  Lineas  de  Universo. 

•  Principio  de  Relatividad  Especial. 

•  Postulados  de  Einstein. 

•  Velocidad  relativa  entre  observadores  inerciales. 

•  Simultaneidad. 

•  Cono  de  Luz. 

•  Paradoja  del  reloj. 

•  Transformaciones  de  Lorentz. 

•  Representación  espacio-tiempo. 

1.12  Problemas 

1.  Dibujar  el  diagrama  espacio-tiempo  del  evento  que  representa  un  cuerpo  en  reposo. 

2.  Demuestre  que  al  cambiar  V  por  —  V  (velocidad  relativa  entre  dos  observadores) 
resulta  /  — >  j. 

3.  Demuestre  la  relación  (1.5.11)  (regla  de  composición  de  velocidades  relativistas). 

4.  ¿En  cuánto  tiempo  una  señal  luminosa  recorre  la  distancia  Tierra-Luna?  y  la  dis¬ 
tancia  Tierra-Sol?  Y  la  distancia  Sol-estrella  más  próxima?.  Exprese  el  valor  de 
la  distancia  asociada  a  un  año  luz  (distancia  Tierra-Sol=1.5  102  MKm,  distancia 
Tierra-Próxima  Centauri=3.8  10'  Mkm,  donde  1  MKm=106  Km). 

5.  Demostrar  las  relaciones  entre  (. x,t )  y  (. x' ,t ecuaciones  (1.9.3),  utilizando  los  val¬ 
ores  indicados  en  la  Figura  1.7. 

6.  Demostrar  las  relaciones  existentes  entre  eventos  pertenecientes  a  las  diferentes  re¬ 
giones  del  cono  de  luz,  dibujando  las  líneas  de  universo  de  dos  o  más  observadores 
inerciales  y  utilizando  los  argumentos  presentados  al  determinar  las  coordenadas  de 
un  evento,  mediante  los  factores  f. 

7.  Demostrar  que  la  distancia  euclídea  1,  entre  dos  eventos,  es  invariante  frente  a  las 
transformaciones  de  Galileo. 

8.  Demostrar  que  el  intervalo  espacio-temporal  s2  =  c2t2  —  x 2  es  invariante  frente  a  las 
transformaciones  de  Lorentz. 


Capítulo  2 

TRANSFORMACIONES  DE 
LORENTZ 

2.1  Introducción 

El  objetivo  de  este  Capítulo  es  estudiar  las  propiedades  formales  de  las  transformaciones 
de  Lorentz  y  las  consecuencias  del  uso  de  las  mismas  en  relación  a  las  nociones  newtonianas 
de  velocidad  y  aceleración.  Para  ello  nos  basaremos  en  los  postulados  relativistas. 


2.2  Derivación  de  las  transformaciones  de  Lorentz 

Consideremos  una  partícula  libre,  es  decir  una  partícula  sobre  la  que  no  actúan  fuerzas.  Si 
u  y  v!  son  las  velocidades  de  la  partícula  medidas  por  dos  observadores  S  y  S',  los  vectores 
de  posición  de  la  partícula  en  esos  sistemas  de  referencia  se  escriben 

r  =  ro  +  ut 

r'  =  r'o  +  u't'  (2.2.1) 

obviamente,  tanto  S  como  S'  ven  a  la  partícula  moviéndose  sobre  una  línea  recta  con 
velocidad  constante. 

Si  asociamos  las  coordenadas  (t,x,y,z)  según  S  y  ( t',x',y'.z ')  según  S',  y  teniendo 
en  cuenta  que  en  ambos  sistemas  las  trayectorias  se  describen  mediante  rectas,  podemos 
suponer  que  la  transformación  entre  ambos  conjuntos  de  coordenadas  es  una  transfor¬ 
mación  lineal. 

Ordenando  los  valores  de  las  coordenadas  asignadas  como  filas  de  una  matriz  de  una 
columna,  tenemos 


'  i!  ' 

t 

x' 

=  L 

X 

/ 

y 

y 

_  z'  _ 

z 

La  matriz  L  es  una  matriz  de  cuatro  filas  y  cuatro  columnas,  cuyos  elementos  sólo 
pueden  depender  de  la  velocidad  relativa  v  entre  S  y  S' .  Si  nos  concentramos  en  la 
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estructura  de  L  para  un  arrastre,  donde  los  ejes  espaciales  de  S  y  S'  son  paralelos  y  el 
origen  de  S '  se  mueve  con  velocidad  v  respecto  al  origen  de  S  a  lo  largo  del  semieje  x 
positivo  de  S,  la  matriz  de  transformación  es  de  la  forma: 


Ln  L 12  0  0 

L  2i  L22  0  0 
0  0  10 
0  0  0  1 


que  es  consistente  con  las  igualdades 


y  =  y 


z  =  z 


(2.2.3) 


(2.2.4) 


Al  escribir  estas  transformaciones  hemos  supuesto  que  el  espacio  es  isotrópico.  Utilicemos 
ahora  el  Segundo  Postulado  y  supongamos  que  S  y  S1  han  sincronizado  sus  relojes  cuando 
sus  orígenes  O  y  O'  coinciden.  Si  en  ese  instante  ambos  sistemas  emiten  una  señal  luminosa, 
los  respectivos  frentes  de  onda  deben  encontrarse  al  cabo  de  los  tiempos  t  y  t'  sobre  las 
superficies  de  las  esferas  determinadas  por  las  ecuaciones 

I(t,x,y,z )  =  c2t2  —  (x2  +  y2  +  z2)  =  0  (sistema  S) 

l'(t',x',y',z')  =  c2t'2  —  (x'2  +  y'2  +  z'2)  =  0  (sistema  S')  (2.2.5) 

La  relación  entre  I  e  Ir  es  necesariamente  lineal,  ya  que  ambas  expresiones  deben  coincidir 
para  el  caso  v  =  0  y  deben  representar  el  mismo  evento  si  los  roles  de  S  y  S'  se  inter¬ 
cambian.  Si  usamos  las  igualdades  (y,  z)  =  (y',z'),  e  igualamos  las  expresiones  de  I  e  I’ 
resulta 

c2t2  -x2  =  c2t'2  -  x'2  (2.2.6) 

Introduciremos  ahora  la  coordenada  temporal  imaginaria.  Este  no  es  un  paso  esencial  de 
la  demostración,  se  trata  de  una  elección  conveniente, 

T  =  ict  (2.2.7) 

de  modo  que  la  igualdad  de  I  e  I'  se  puede  escribir 

T2  +  x2  =  T'2  +  x'2  (2.2.8) 


En  el  espacio  bi-dimensional  (x,T)  estos  valores  representan  la  distancia  al  origen  de  un 
dado  punto  P.  Esta  cantidad  es  invariante  frente  a  rotaciones  en  dos  dimensiones.  Para 
determinar  el  valor  de  los  elementos  de  matriz  no  nulos  de  L,  y  usando  la  invariancia 
de  las  distancias  I(T,x)  =  I(T',x')  frente  a  rotaciones,  supondremos  que  los  ejes  cor¬ 
respondientes  a  S(T,  x)  y  S'(T',x')  están  rotados  en  un  ángulo  6  (ver  Figura  2.1).  En 
consecuencia 


eos  6 
—  sin  0 


sin# 
eos  9 


(2.2.9) 


El  origen  de  S'(x'  =  0),  visto  por  S  se  mueve  a  lo  largo  del  eje  x  de  S  con  velocidad  v 
y  por  lo  tanto  para  ese  punto  debe  satisfacerse  x  =  vt.  Si  reemplazamos  este  valor  en  la 
expresión  para  x'  obtenemos 

0  =  —  eos  9  +  T  sin  9 
ic 


(2.2.10) 
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T  =  ¡ct 


Figura  2.1:  Asignación  de  coordenadas,  para  el  evento  P,  en  los  sistemas  S  y  S’. 


de  donde 

iv 

tan#  =  —  (2.2.11) 

c 

y  de  esta  manera  hemos  fijado  el  ángulo  de  la  rotación.  Notemos  que  se  trata  de  un  valor 
imaginario.  Para  determinar  los  valores  de  eos  9  y  sin  9  escribimos 


eos  9  =  .  — — 

Vi  +  tan2  9 

1 


(2.2.12) 


Como  este  factor  aparecerá  frecuentemente  utilizaremos  la  abreviación 


(2.2.13) 


Con  estos  elementos  ya  estamos  en  condiciones  de  escribir  la  transformación  en  forma 
explícita,  retornando  a  las  variables  reales  ( t,x,y,z ),  (t' ,  x\  y',  z') 


x'  =  eos  9  (x  +  T  tan  9)  =  ¡3  (x  —  vt) 

(2.2.14) 

Observemos  que  si  escribimos  estas  ecuaciones  en  unidades  relativistas  (c  =  1)  recuper¬ 
amos  la  forma  que  hemos  visto  en  el  Capítulo  anterior.  En  definitiva,  para  un  arrastre 
según  en  eje  x,  la  matriz  de  transformación  es  de  la  forma 


L  = 


P 

-pv 

0 

0 


~P% 

P 

0 

o 


o  o 
o  o 
1  o 
0  1 


(2.2.15) 
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2.3  Propiedades  de  las  transformaciones  de  Lorentz 

A  partir  de  los  resultados  que  hemos  discutido  para  las  transformaciones  de  Lorentz,  en 
el  caso  de  transformaciones  especiales  o  de  arrastre  entre  sistemas  coordenados,  podemos 
enunciar  las  siguientes  propiedades: 

1.  Utilizando  la  coordenada  imaginaria  T,  tiempo  imaginario  T  =  ict,  el  arrastre  del 
sistema  S'  en  la  dirección  del  eje  x  del  sistema  S  y  con  velocidad  v  es  equivalente  a 
una  rotación  en  el  espacio  (. x ,  T) 

2.  Si  se  considera  al  valor  de  v  como  muy  pequeño  respecto  al  valor  de  c  (v  «  c,  v/c  — >• 
0)  entonces  ¡3  — >•  1  y  se  re-obtienen  las  transformaciones  de  Galileo. 

x  =  x  —  vt 
t'  =  t 


3.  Si  se  escriben  las  transformaciones  desde  el  sistema  S'  al  sistema  S  las  expresiones 
resultantes  son 

x  =  (3  (x1  +  vt1) 

i  =  [3  (V  +  (2.3.1) 

y  equivalen  a  reemplazar  v  por  —  v  en  las  transformaciones  de  S  a  S' ,  ya  que  el 
movimiento  de  S'  visto  desde  S  aleja  al  punto  O'  a  lo  largo  del  eje  x  con  velocidad 
v,  lo  que  implica  que  para  S'  el  punto  O  se  aleja  con  velocidad  —  v  a  lo  largo  del  eje 
x'. 

4.  Las  transformaciones  dejan  invariante  el  intervalo 

ds2  =  c2dt2  —  dx 2  —  dy 2  —  dz2  (2.3.2) 


5.  El  producto  de  dos  transformaciones  de  Lorentz  especiales,  L(v)  y  L(v'),  es  otra 
transformación  de  Lorentz  especial  L(y ")  donde 


v  +  v' 


(2.3.3) 


Este  resultado  se  demuestra  fácilmente  si  efectuamos  dos  transformaciones  S  — >• 
S'  — >•  S" ,  con  velocidades  relativas  v(SS')  =  v,  v(S'S")  =  v'  y  las  comparamos  con 
una  transformación  S  —>■  Sn  correspondiente  a  la  velocidad  relativa  v(SS")  =  v" . 
De  esta  manera 


P"  0  0  ' 

-P"v"  f3"  0  0 

0  0  10 

0  0  0  1  _ 


p 

-Pí? 

0 

0  ' 

P' 

0 

0 

-pv 

P 

0 

0 

v 

-P'v' 

P' 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

A 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

(2.3.4) 
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el  resultado  de  la  multiplicación  de  estas  matrices  es  la  matriz 


PP'[l 


-PP 


/  I  V  I  V 
~pl  I 


o  o 


-pp'(v  +  v')  PP'(l  +  ^)  0  0 


0 

0 


1  0 
0  1 


vv 


e  igualando  a  L(v"),  obtenemos 

P"  =  PP'  (l  +  c2 

P"v"  =  PP'{v  +  v') 
Si  dividimos  ambas  igualdades  obtenemos 

v  +  v' 


v"  = 


1  +  ^ 

que  es  el  resultado  buscado.  Análogamente 


P"  = 


1 


1  - 


i,"2 


(2.3.5) 


(2.3.6) 


(2.3.7) 


(2.3.8) 


6.  Como  L(y)  y  L(y')  representan  rotaciones  con  ángulos  0  y  6',  el  producto 
rotación  en  un  ángulo  6"  =  9  +  8' . 


es  una 


Las  propiedades  anteriores  se  pueden  enunciar  en  forma  muy  sencilla  diciendo  que  las 
matrices  que  representan  las  transformaciones  de  Lorentz  especiales  forman  una  estructura 
algebraica,  llamada  grupo,  ya  que: 

i )L(v  =  0)  es  la  matriz  identidad; 

n)L(—v)  es  la  matriz  inversa  de  L(y),  luego  L(—v)L(v)  =  L(y  =  0); 

iii) La  matriz  producto  L(y)L(y')  =  L(y ")  es  también  una  matriz  que  representa  una 
transformación  especial  de  Lorentz,  y 

iv) El  producto  de  matrices  es  asociativo,  ( L(y)L{v'))L{v ")  =  L(y)(L{v')L{v")) . 

Esta  estructura  se  complementa  definiendo  el  carácter  unitario  de  la  transformación, 
ya  que  el  módulo  del  determinante  de  cualquier  matriz  perteneciente  al  grupo  es  igual  a 
1. 


2.4  Contracción  espacial 

Consideremos  una  regla  fija  en  el  sistema  S' ,  con  extremos  en  x' a  Y  x'b,  como  se  muestra 
en  la  Figura  2.2.  En  el  sistema  S  a  los  extremos  de  la  regla  se  le  asignan  coordenadas  xa 
y  xb,  que  varían  con  el  tiempo.  La  relación  entre  ambos  conjuntos  de  coordenadas  es  la 
siguiente 


x'a  =  P  (xa-  vtA) 

x'B  =  P  (xb  ~  vtB) 


(2.4.1) 


24 


CAPÍTULO  2.  TRANSFORMACIONES  DE  LORENTZ 


Figura  2.2:  La  regla  se  encuentra  en  reposo  en  el  sistema  en  movimiento  y  su  longitud 
medida  en  ese  sistema  ( S' )  es  Iq  =  x'b  —  x’a 


Para  obtener  el  valor  de  la  longitud  de  la  regla  en  S  debemos  tomar  la  diferencia  de  las 
coordenadas  de  los  extremos  en  un  mismo  tiempo  (ía  =  tB  =  t), 


l  =  xB  -  xa 


(2.4.2) 


análogamente,  para  S' 


lo  =  x'b  —  x  a 


(2.4.3) 


Como  la  regla  está  en  reposo  en  el  sistema  S'  el  valor  Iq  se  denomina  longitud  en  reposo. 
La  relación  entre  ambas  longitudes  es 


Como 


(2.4.4) 


v  <  c  — >• /3  >  1 


(2.4.5) 


vemos  que  l  <  Iq.  Es  decir,  que  la  longitud  de  la  regla  medida  en  la  dirección  del 
movimiento  se  reduce  en  el  factor  Notemos  que  la  longitud  se  reduce  a  cero  a  me¬ 
dida  que  v  se  aproxima  a  c.  Este  fenómeno  se  denomina  contracción  espacial  y  es  un 
efecto  real  y  no  un  artificio  de  la  teoría.  Notemos  que  no  hay  contracción  espacial  en 
direcciones  transversales  a  la  dirección  de  movimiento.  El  efecto  de  contracción  espacial 
o  contracción  de  Lorentz  no  debe  confundirse  con  la  llamada  contracción  de  Fitzgerald. 
Para  explicar  el  resultado  negativo  del  experimento  de  Michelson  y  Morley,  Fitzgerald 
propuso  el  acortamiento  aparente  de  un  cuerpo  en  movimiento  respecto  a  un  medio  fijo, 
el  eventual  pero  inexistente  éter,  soporte  de  las  ondas  electromagnéticas. 


2.5.  DILATACIÓN  TEMPORAL 
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2.5  Dilatación  temporal 

Consideremos  el  caso  representado  en  la  Figura  2.3  donde  se  muestra  la  línea  de  universo 
de  dos  sistemas  de  referencia,  S  y  S' .  Si  suponemos  que  un  reloj  fijo  en  S'  (en  x'  = 
x'a)  registra  dos  eventos  sucesivos  separados  por  el  intervalo  de  tiempo  Tq.  estos  eventos 
tendrán  asociadas  las  coordenadas  (x'aR'i)  y  (x'aR'i  +  Tq),  por  lo  tanto,  en  S 

«.  -  4'.+^) 

U  -  13  (t\  +  T0  +  (2.5.1) 

Si  ahora  calculamos  la  diferencia 

T  =  t2-h  (2.5.2) 

esta  resulta 

T  =  (3To  (2.5.3) 

como  f3  >  1  si  v  7^  0  el  valor  T  será  siempre  mayor  que  el  valor  Tq.  En  otras  palabras,  los 
tiempos  medidos  por  relojes  en  movimiento  transcurren  más  lentamente  que  los  tiempos 
medidos  por  relojes  en  reposo.  Este  fenómeno  es  conocido  como  dilatación  temporal  y 
es  un  auténtico  fenómeno  físico.  Ha  sido  verificado  originalmente  mediante  la  detección 
de  partículas,  genéricamente  conocidas  como  radiación  cósmica,  provenientes  de  fuentes 
ubicadas  fuera  de  la  Tierra  y  que  poseen  vidas  medias  mucho  más  cortas  que  sus  tiempos 
de  tránsito  hacia  la  superficie  de  la  Tierra.  Estas  partículas  se  mueven  a  velocidades  que 
son  fracciones  apreciables  de  la  velocidad  de  la  luz.  También  ha  sido  verificado  mediante 
la  comparación  de  dos  relojes  atómicos.  A  uno  de  ellos  se  lo  dejó  fijo  en  tierra  y  al  otro  se 
lo  hizo  viajar  en  un  satélite  alrededor  de  la  tierra.  Las  lecturas  registradas  por  el  reloj  en 
órbita  confirmaron  los  resultados  previstos  por  el  fenómeno  de  dilatación  temporal. 


2.6  Tiempo  propio 


Si  consideramos  el  tiempo  medido  por  un  reloj  en  el  sistema  de  referencia  donde  el  reloj  se 
encuentra  en  reposo,  este  tiempo  será  el  más  corto  que  mida  ese  reloj.  Para  un  intervalo 

ds'2  =  c2dr2  (2.6.1) 


tendremos 

dr2  =  dt2(  1  —  (dx  /  dt)2  /  c2) 

de  donde  resulta,  para  el  tiempo  propio  r,  la  expresión 

dr  =  —dt 


(2.6.2) 


(2.6.3) 


de  manera  que,  para  un  intervalo  (ti, ¿2)  en  el  sistema  5,  el  observador  fijo  al  reloj  medirá 
el  valor 


1/2 


dt 


T  = 


(2.6.4) 


26 


CAPÍTULO  2.  TRANSFORMACIONES  DE  LORENTZ 


(2.7.4) 


2.8.  EL  CONCEPTO  DE  ACELERACIÓN  EN  LA  RELATIVIDAD  ESPECIAL 
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y  por  lo  tanto 


u'i  = 


dx' 

~dT 


(dx  —  vdt ) 

vdx  ^ 

(ui  -  v) 
dy 

P  ( dt  -  ^F) 
U2 

dz 


/ 3  (dt  — 
u3 


dxv 

~w 


) 


(2.7.5) 


Para  obtener  las  transformaciones  inversas  S'  —>■  S  reemplazamos  v  — >•  —v.  Podemos 
observar  las  siguientes  características: 

i) las  expresiones  se  reducen  al  límite  no-relativista  (transformaciones  de  Galileo)  si 

v  «  c 

ii) las  componentes  transversales  de  la  velocidad  de  la  partícula  también  están  afectadas 
por  las  transformaciones,  esto  es  una  consecuencia  de  la  diferencia  en  la  definición  de 
tiempos  para  S  y  S' 

iii) la  mezcla  entre  componentes  espaciales  de  la  velocidad  de  la  partícula  es  evidente 
de  las  expresiones.  Esto  no  ocurre  si  se  considera  el  tiempo  absoluto  de  la  mecánica 
newtoniana. 

iv) la  dependencia  con  el  sistema  de  referencia,  recordemos  que  v!  es  una  función  de  u 
y  de  v,  indica  que  la  velocidad,  en  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial,  es  una  magnitud 
relativa. 


2.8  El  concepto  de  aceleración  en  la  Relatividad  Especial 


Así  como  hemos  definido  las  componentes  de  u,  a  partir  de  la  derivada  temporal  de  las 
componentes  espaciales  de  la  posición,  podemos  calcular  Procediendo  en  forma  com¬ 
pletamente  análoga  al  caso  anterior  obtenemos 


dv!  i 

~dF 

du'2 

du'  3 
dt' 


1 


du\ 


^3(l  _  HTW y  dt 

1  dU2 


+ 


U2V 


du) 


p2(l_ui^y  dt  q2 y  _  uiv_y 


1 


du3 


+ 


U3V 


du\ 


/Cj2y_uiv_y2  dt  c2fi2(l_mv_Y  dt 


(2.8.1) 


A  diferencia  del  valor  encontrado  para  u  las  derivadas  anteriores  son  magnitudes  absolu¬ 
tas.  Esto  significa  que  si  en  un  sistema  dado  las  derivadas  son  nulas  entonces  serán  nulas 
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en  cualquier  otro  sistema.  Por  lo  tanto,  dos  o  más  observadores  estarán  de  acuerdo  en 
afirmar  que  la  partícula  está  acelerada. 


2.9  Aceleración  uniforme 


La  definición  newtoniana  del  movimiento  de  una  partícula  uniformemente  acelerada  es 

du 

—  =  constante 
dt 

Esta  definición  no  es  apropiada  en  el  marco  de  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial,  ya  que 
entre  otras  cosas  implicaría  que  u  — >  oo  si  t  — >•  oo.  Adoptaremos  una  definición  diferente 
y  diremos  que  la  aceleración  es  uniforme  si  a  cada  instante  toma  el  mismo  valor  medida 
desde  un  sistema  inercial  que  se  mueve  a  la  misma  velocidad  que  la  partícula.  Esto  significa 
que  si  la  velocidad  de  la  partícula  en  el  tiempo  t  es  u(t),  respecto  a  un  sistema  inercial  5, 
en  un  sistema  inercial  S'  que  se  mueva  respecto  a  S  con  velocidad  v  =  u(t )  la  velocidad 
de  la  partícula  relativa  a  S'  será  igual  a  cero  y  en  consecuencia  la  aceleración  vista  en  ese 
sistema  es  constante.  Si  llamamos  a  a  esa  constante,  entonces  podemos  escribir,  utilizando 
las  definiciones  de  la  sección  anterior,  con  u\  =  u  =  v,  U2  =  u%  =  0  y  du^/dt  =  du^/dt  =  0 


(2.9.1) 


du' 

dt' 


1  du 


de  donde  resulta 

du 

dt 

ya  que  du' ¡dt!  es  igual  a  la  constante  a. 
Para  resolver  esta  ecuación  escribimos 


a 

w 


(2.9.2) 

(2.9.3) 


adt  =  du/3 3 


(2.9.4) 


e  integrando  en  el  intervalo  (f o ,  t) 

í  adt 


obtenemos 


du 


(1  -  u2/c2)3/2 


(1  —  «2/c2)1//2 


(2.9.5) 


a(t  —  ¿o)  =  u/3.  (2.9.6) 

Como  [3  es  una  función  de  u,  ya  que  así  hemos  definido  la  velocidad  de  S'  respecto  a  S, 
podemos  resolver  la  ecuación  obtenida  y  escribir  para  u  la  expresión 


u  =  a(t  —  to) 


(2.9.7) 
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y  despejando  el  valor  de  u  escribimos 


dx  a(t  —  ¿o) 


dt 


-i  ,  a2(í-í0)2 

1  H - ? - 


Ahora  podemos  integrar  respecto  a  t 


dx  =  dt 


a(t  —  í0) 


^  a2(t-to)2 


(2.9.8) 


(2.9.9) 


Luego  de  efectuar  un  cambio  de  variables  de  la  forma 


seguido  del  cambio  de  variables 
la  integral  se  escribe 


y  su  resultado  es 


(x  -  x0) 


w  = 


a(t  -  t0 ) 


y  =  w 


c2  .  i 


2a 


dy 


V1  +  V 


c2  +  a2  (t  —  t0y 


(2.9.10) 

(2.9.11) 


(2.9.12) 


(2.9.13) 


Esta  ecuación  se  puede  re-escribir  de  manera  muy  sencilla  pasando  el  término  independi¬ 
ente  del  tiempo  a  la  izquierda  y  tomando  cuadrados  en  ambos  lados  de  la  igualdad.  El 
resultado  es 


(. x  —  xo  +  b )2  (ct  —  cío)2 

P  P 


(2.9.14) 


donde  hemos  definido  b  =  Esta  es  la  ecuación  de  una  hipérbola  en  el  espacio  de 
variables  (. x,ct ).  Si  tomamos  (xq  =  b,t o  =  0)  resulta 


x2  (ct)2 
b2  ~  tí2 


(2.9.15) 


y  esta  ecuación  define  una  familia  de  hipérbolas,  para  diferentes  valores  de  a.  En  definitiva, 
este  resultado  muestra  que  las  líneas  de  universo  de  un  partícula  uniformemente  acelerada, 
en  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial,  corresponden  a  hipérbolas  en  el  plano  (x,  ct). 


2.10  Resumen  del  capítulo. 

•  Derivación  formal  de  las  transformaciones  de  Lorentz. 

•  Propiedades  matemáticas  de  las  transformaciones  de  Lorentz. 

•  Contracción  espacial. 

•  Dilatación  temporal. 
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•  Tiempo  propio. 

•  Transformación  de  velocidades. 

•  El  concepto  de  aceleración  en  la  Relatividad  Especial. 

•  Aceleración  uniforme. 


2.11  Problemas 

1.  Recopilar  información  y  describir  el  experimento  de  Michelson  y  Morley. 

2.  Considere  una  partícula  cuya  vida  media  es  de  2  x  10~6  seg.  ¿Cuál  será  la  vida 
media  respecto  a  un  observador  que  ve  a  la  partícula  moverse  con  una  velocidad 
v  =  0.9  c? 

3.  Un  muón  se  forma  en  la  alta  atmósfera  y  viaja  a  v  =  0.99  c,  recorriendo  5  km  antes 
de  decaer. 

a)  ¿Cuánto  vive  este  muón  según  un  observador  que  se  encuentra  a  nivel  del  mar 
y  cuánto  en  su  propio  sistema  de  referencia? 

b)  ¿Cuál  es  el  espesor  de  atmósfera  que  atraviesa,  medido  en  su  propio  sistema 
de  referencia? 

4.  Considerando  que  las  líneas  de  universo  de  una  partícula  relativista,  uniformemente 
acelerada,  son  hipérbolas,  construya  las  correspondientes  líneas  de  universo  en  el 
límite  no  relativista. 


Capítulo  3 


MECANICA  RELATIVISTA 


3.1  Introducción 

Ya  hemos  analizado  en  el  primer  Capítulo  los  alcances  y  limitaciones  de  la  Primera  Ley 
de  Newton,  en  relación  a  los  postulados  de  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial.  En  este 
Capítulo  veremos  la  forma  en  que  la  Segunda  Ley  de  Newton  se  modifica  en  el  contexto  de 
la  Teoría  de  la  Relatividad  Especial.  Una  de  las  consecuencias  inmediatas  de  la  Segunda 
Ley  de  Newton  es  el  concepto  de  masa  inercial,  que  para  una  partícula  es  igual  a  la  razón 
entre  la  fuerza  aplicada  y  el  cambio  de  la  velocidad  con  respecto  al  tiempo.  Veremos 
que  esta  definición  y  las  correspondientes  a  la  energía  y  al  momento  y  a  las  leyes  de 
conservación,  deben  ser  modificadas  de  acuerdo  a  los  postulados  relativista. 


3.2  Elementos  de  Mecánica  Relativista 


Consideremos  la  Segunda  Ley  de  Newton  y  sus  consecuencias  a  nivel  de  la  conservación 
del  momento  de  una  partícula  o  de  un  sistema  de  partículas.  Si  suponemos  que  el  cuerpo 
al  que  le  aplicamos  una  fuerza  F  posee  masa  constante,  resulta 


F 


dp  dv 

—  =  m— 

dt  dt 


(3.2.1) 


Si  en  lugar  de  una  partícula  consideramos  un  sistema  de  partículas,  la  fuerza  que  actúa 
sobre  una  partícula  dada,  la  i-ésima,  se  escribe 


(3.2.2) 


y  esta  fuerza  es  igual  a  la  suma  de  la  fuerza  externa  aplicada  sobre  la  partícula  F?xt  y  las 
fuerzas  Fij  que  las  demás  partículas  ejercen  sobre  la  partícula  i-ésima 


Fi  =  F[xt  +  Y,  fij  (3-2-3) 

por  lo  tanto,  la  derivada  respecto  al  tiempo  de  la  suma  de  los  momentos  pt  resulta  dada 
por 

5E«  =  £fr‘  +  E,/«  p-2-“) 


31 


32 


CAPÍTULO  3.  MECÁNICA  RELATIVISTA 


De  acuerdo  a  la  Tercera  Ley  de  Newton, 

A  toda  acción  se  le  opone  una  reacción  igual  y  contraria 
el  término  en  la  suma  sobre  los  índices  (i,j)  se  anula  ya  que 

Fij  =  —Fji  (3.2.5) 

de  manera  que  la  fuerza  externa  total  F  =  F?xt  se  puede  expresar  en  función  del  cambio 
con  el  tiempo  del  momento  total  P  =  YlíPi-  Si  en  particular  el  sistema  está  aislado, 

F  =  0  — »•  P  =  constante  (3.2.6) 

es  decir,  hemos  enunciado  la  ley  de  conservación  del  momento  para  un  sistema  aislado. 
Para  un  dado  proceso,  por  ejemplo:  una  colisión,  que  ocurra  en  ausencia  de  fuerzas  exter¬ 
nas  netas  tendremos,  de  acuerdo  a  la  Segunda  Ley  de  Newton 


P 


final 


=  Pi 


inicial 


(3.2.7) 


Veremos  a  continuación  las  modificaciones  de  estos  conceptos  y  leyes  de  conservación  en  la 
teoría  de  la  Relatividad  Restringida.  Adoptaremos  primero  una  forma  sencilla  de  tratar  el 
problema,  basada  en  consideraciones  físicas.  En  el  siguiente  capítulo  re- visitaremos  esos 
mismos  conceptos  en  el  marco  de  una  formulación  tensorial. 


3.3  Masa  Relativista 

Parecería  razonable  pensar  que  si  las  mediciones  de  longitud  y  tiempos  son  dependientes 
del  observador  también  existan  otras  magnitudes  físicas  cuyas  mediciones  dependan  del 
observador.  Tal  es  el  caso  de  la  masa  de  una  partícula.  Supondremos  que  la  masa  rela¬ 
tivista  de  una  partícula  que  se  mueve  a  velocidad  u  respecto  a  un  observador  inercial  S  es 
una  función  de  u 

m  =  m(u)  (3.3.1) 

de  manera  que  nuestro  objetivo  es  ahora  determinar  la  dependencia  funcional  en  forma 
explícita.  Para  ello  consideraremos  el  caso  de  dos  partículas  idénticas  que  chocan  en 
forma  inelástica.  Se  trata  de  describir  el  choque  desde  dos  sistemas  inerciales  S  y  S' . 
Desde  el  punto  de  vista  de  S,  si  una  de  las  partículas  está  en  reposo  en  S  y  la  otra 
posee  una  velocidad  u  en  el  momento  del  choque,  entonces  sus  masas  relativistas  serán 
m(u  =  0)  =  m o  y  m(u).  Después  del  choque  la  masa  del  sistema  combinado  será  M(U ) 
y  se  moverá  con  velocidad  U.  Si  el  sistema  S'  lo  fijamos  en  el  centro  de  masa  del  sistema 
de  las  dos  partículas  para  el  observador  en  S'  ambas  partículas  se  mueven  con  velocidades 
iguales  y  en  sentidos  opuestos.  S'  observará  que  después  del  choque  la  velocidad  del 
sistema  combinado  es  cero  y  por  consiguiente  la  masa  observada  será  Mq  =  M(U  =  0).  Si 
suponemos  la  conservación  del  momento  y  de  la  masa  relativista,  ya  que  a  diferencia  con 
la  mecánica  newtoniana  no  pedimos  la  conservación  de  la  masa  sino  la  conservación  de  la 
masa  relativista,  resulta,  en  el  sistema  S 


m(u )  +  ru-o  =  M(U ) 
m(u)u  +  0  =  M(U)U 


(3.3.2) 


3.4.  ENERGÍA  RELATIVISTA 


33 


y  si  eliminamos  M(U)  en  esas  ecuaciones  el  resultado  es 


m{u )  =  mo 


(u 


U 

^ü) 


(3.3.3) 


La  partícula  incidente  tiene  velocidad  U  relativa  a  S' ,  quien  a  su  vez  tiene  velocidad  U 
respecto  a  S ,  por  lo  tanto  la  suma  de  ambas  velocidades  debe  ser  igual  a  la  velocidad  u, 
tal  como  es  medida  por  S.  Entonces,  componiendo  ambas  velocidades,  usando  la  ley  de 
composición  de  velocidades  que  ya  hemos  discutido  resulta 


U  +  U 
(1  +  UU/c2) 
2  U 

(1  +  U2/c2) 


(3.3.4) 


de  modo  que  ahora  podemos  determinar  el  valor  de  U ,  como  función  de  u,  y  reemplazarlo 
en  la  expresión  de  m(u).  El  resultado  es 


cuyas  raíces  son 


U 2 


U  +  c2  =  0 


1±  1 


o \  1/21 
UZ  \  ' 

1? ) 


(3.3.5) 


(3.3.6) 


En  el  límite  u  —>■  0  el  valor  de  U  debe  ser  finito.  En  consecuencia  sólo  la  solución  con 
signo  (— )  en  el  corchete  tiene  sentido  físico  de  manera  que  podemos  escribir,  combinando 
(3.3.3)  y  (3.3.6),  para  m(u) 

m(u)  =  mo7  (3.3.7) 


donde 


(3.3.8) 


Esta  expresión  relaciona  el  valor  de  la  masa  en  reposo  de  una  partícula  mo  con  el  valor 
de  su  masa  relativista  m(u).  Notemos  que  el  factor  de  proporcionalidad  7  depende  de  la 
velocidad  de  la  partícula  relativa  a  un  observador  inercial  S.  Si  bien  este  factor  tiene  la 
misma  forma  que  el  factor  (I  que  encontramos  al  estudiar  las  transformaciones  de  Lorentz, 
la  velocidad  que  aparece  en  él  no  es  la  velocidad  relativa  entre  los  sistemas  S  y  S'  sino 
la  velocidad  de  la  partícula  respecto  a  S.  La  figura  3.1  nos  muestra  la  dependencia  de 
la  masa  relativista  con  la  velocidad  de  la  partícula  y  se  puede  apreciar  el  significado  de  c 
como  una  velocidad  límite. 


3.4  Energía  Relativista 

Si  expandimos  la  expresión  para  la  masa  relativista 

m(u)  =  ymo  =  mo(l  —  u2/c2)  1 ^ 


(3.4.1) 
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m(u) 


Figura  3.1:  Masa  relativista  m(u),  como  función  de  la  velocidad  u  de  la  partícula,  la  curva 
representa  la  función  m(u)  =  mo7,  donde  7  =  .  1  . 


suponiendo  que  la  velocidad  u  es  mucho  más  pequeña  que  c  obtenemos 

m(u)  =  m0  +  jr  m°™  +  0(u4/c4)  (3.4.2) 

2  cz 

donde  0(ií4/c4)  significa  que  los  términos  que  no  hemos  escrito  contienen  potencias  iguales 
o  superiores  al  valor  indicado  entre  paréntesis.  A  partir  de  este  resultado,  multiplicando 
por  c2,  tenemos 


2  _  2  ,  1  2  , 

me  ~  moc  +  -mo«  +  ... 


constante  +  energa  cintica  newtoniana 


(3.4.3) 


Por  lo  tanto,  vemos  que  la  expresión  de  la  masa  relativista  contiene  la  energía  cinética 
clásica  newtoniana 

T  =  ^m0u2  (3.4.4) 

y  la  energía  en  reposo 

m-oc2  (3.4.5) 

Como  ejemplo  de  aplicación  de  este  concepto,  analizaremos  el  caso  de  dos  partículas,  cuyas 
masas  en  reposo  son  m(l)0  y  m( 2)0  ,  que  se  mueven  con  velocidades  v\  y  V2  antes  de  chocar 
y  cuyas  velocidades  después  de  chocar  son  u±  y  112-  La  conservación  de  la  masa  relativista 
exige 

™(1)o7(^i)  +  m(  2)07M  =  m(l)07(rti)  +  ?n(2)07(u2)  (3.4.6) 

Si  suponemos  que  las  velocidades  Uj  y  vj  son  pequeñas  respecto  a  c  y  expandiendo  los 

factores  7 (vj)  y  7 (uj)  obtenemos 

^m(l)0ui2  +  im(  2)0u22  =  ^m(l)0ui2  +  ^m(2)0u22 


(3.4.7) 
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que  es  la  condición  newtoniana  usual  que  establece  la  conservación  de  la  energía  cinética 
total,  antes  y  después  del  choque.  Por  lo  tanto  podemos  considerar  que  la  expresión 

E  =  me2  (3.4.8) 

representa  la  energía  de  una  partícula  en  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial.  En  el  próximo 
capítulo  veremos  que  este  resultado  se  puede  obtener  en  forma  sencilla  re-escribiendo  las 
ecuaciones  de  la  teoría  utilizando  notación  tensorial.  Una  manera  conveniente  de  expresar 
este  resultado  es  la  siguiente: 

El  cambio  en  la  energía  de  una  partícula  es  igual  al  cambio  de  su  masa  relativista. 

El  término  m^c2  es  la  energía  en  reposo  de  la  partícula  y  su  presencia  en  la  definición 
de  la  energía  es  un  efecto  puramente  relativista.  La  conservación  del  momento  también 
puede  expresarse  de  la  manera  anterior  y  toma  la  forma 

m(l)0vi  +  m(2)0v2  =  m{l)0u\  +  m(2)0u2  (3.4.9) 

Estas  expresiones,  junto  a  las  correspondientes  a  la  conservación  de  la  masa  relativista, 
constituyen  la  base  de  la  Mecánica  Relativista.  En  consecuencia,  para  una  partícula  que 
se  mueve  con  velocidad  u  respecto  a  un  sistema  inercial  S,  su  masa  relativista,  su  energía 
y  su  momento  están  dados  por 


m  =  jm  o 
E  =  me 2 

p  =  mu  (3.4.10) 


respectivamente.  Si  expresamos  estas  relaciones  en  función  de  las  componentes  del  impulso 
lineal  de  la  partícula,  resulta 


E2  2  2  2 

—  -  p  =  mo  c 
cz 


que  es  un  invariante  para  todos  los  observadores  inerciales. 


(3.4.11) 


Este  resultado,  Ec. (3.4.11),  es  muy  importante  ya  que  nos  indica  que  la  magnitud  cuyas 
componentes  son  (E/c,p)  se  comporta  con  respecto  a  las  transformaciones  de  Lorentz  de 
la  misma  manera  que  la  magnitud  cuyas  componentes  son  ( ct,x,y,z ).  Por  lo  tanto,  si 
tomamos  un  sistema  inercial  S'  que  se  mueve  con  velocidad  v  respecto  al  sistema  S  y 
aplicamos  las  transformaciones  de  Lorentz  al  vector  (. E/c,px,py,pz )  obtenemos  el  vector 
transformado  (Ef / c,  p'x,  p'y,  p1  z) 


E'  =  f3(E  —  vpx) 
p'x  =  P(px-  vE/c2) 

P'y  =  Py 

p'z  =  Pz  (3-4.12) 


y  en  forma  análoga,  para  realizar  el  pasaje  inverso,  reemplazamos  v  por  —v,  obteniéndose 


E  =  P(E'  +  vp'x) 

=  P{p'x  +  vE'/c2) 


Px 

Py 

Pz 


(3.4.13) 
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Tomemos  como  caso  especial  a  S'  como  el  sistema  donde  la  partícula  se  encuentra  in¬ 
stantáneamente  en  reposo.  En  este  sistema 


y  en  consecuencia 


p  =  0  ,  E'  =  rriQC 2 

E  =  PE' 

m,QC 2 


=  me2 


(3.4.14) 


(3.4.15) 


Estos  valores  son  exactamente  los  mismos  que  hemos  obtenido  anteriormente,  reemplazando 
u  por  v  en  las  expresiones  generales. 


3.5  El  efecto  Doppler 


La  observación  de  diversos  fenómenos  que  implican  la  detección  de  ondas  emitidas  por 
fuentes  en  movimiento,  muestra  que  las  longitudes  de  onda  detectadas  difieren  de  las 
longitudes  de  onda  emitidas.  Si  la  fuente  se  aleja  del  observador,  se  observa  un  corrimiento 
hacia  longitudes  de  onda  mayores,  mientras  que  si  la  fuente  se  acerca  al  observador  el 
corrimiento  se  verifica  hacia  longitudes  de  onda  menores.  Consideremos  una  fuente  de  luz 
monocromática  cuya  emisión  corresponde  a  la  longitud  de  onda  Ao  en  el  sistema  S'  donde 
la  fuente  está  en  reposo.  Consideremos  un  sistema  S  respecto  al  cual  la  fuente  se  mueve 
con  velocidad  radial  ur.  Si  dos  pulsos  sucesivos  se  emiten  en  el  intervalo  de  tiempo  dt 
medido  en  el  sistema  S',  la  distancia  que  esos  pulsos  deben  viajar  hasta  ser  detectados 
difiere  en  la  cantidad  urdt'  (ver  Figura  3.2).  Como  los  pulsos  viajan  a  la  velocidad  de  la 
luz  serán  detectados  en  S  con  una  diferencia 


,  UrNt' 

(3.5.1) 

Ai  =  Ai  +  r 

c 

de  donde  resulta 

Ai  ur 

Af  =  1  +  ~ 

(3.5.2) 

Si  ahora  usamos 

A  =  cAí  Aq  =  cAí/ 

(3.5.3) 

y  relacionamos  ambas  longitudes  de  onda,  obtenemos  la  expresión  clásica  newtoniana  para 
el  efecto  Doppler 


_A 

Ao 


(3.5.4) 


La  expresión  relativista  para  el  efecto  Doppler  se  calcula  a  partir  del  valor  del  intervalo 
de  tiempo,  entre  pulsos,  en  S 


A  i 


7 


(3.5.5) 


y  por  consiguiente 


A 


u. 
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Figura  3.2:  Emisión  de  luz  monocromática  desde  una  fuente  en  movimiento 


donde  7  =  ,  1  Si  la  velocidad  de  la  fuente  es  puramente  radial,  como  hemos  supuesto, 

ur  =  v  y  por  la  definición  de  ¡3  resulta 

A  _  (t  +  u/c\1,/2 
Ao  \l-v/c) 

Notemos  que  la  expresión  relativista  del  efecto  Doppler  predice  un  corrimiento  aún  para 
el  caso  ur  =  0,  como  tendríamos  si  la  fuente  se  moviera,  por  ejemplo,  en  órbita  alrede¬ 
dor  del  observador.  Este  corrimiento,  efecto  Doppler  transversal ,  es  un  efecto  puramente 
relativista,  consecuencia  de  la  dilatación  temporal,  y  ha  sido  verificado  experimentalmente. 


(3.5.7) 


3.6  Fotones 

Veremos  a  continuación  cómo  los  conceptos  de  energía  y  momento  relativistas,  junto  a  la 
formulación  del  efecto  Doppler  relativista,  nos  permiten  entender  la  hipótesis  de  Planck. 
Hacia  el  final  del  siglo  XIX  y  comienzos  del  XX,  se  planteó  un  conflicto  importante  entre 
los  resultados  teóricos  y  los  experimentales,  en  la  investigación  del  comportamiento  de  la 
radiación  en  volúmenes  cerrados.  Volveremos  sobre  este  problema  al  estudiar  las  leyes 
de  radiación  y  el  comportamiento  del  llamado  cuerpo  negro.  Por  el  momento  digamos 
que  para  resolver  esos  conflictos  Planck  propuso  que  la  luz,  y  en  general  toda  radiación 
electromagnética,  puede  ser  descripta  como  compuesta  por  paquetes  de  energía,  a  los  que 
llamó  cuantos.  Planck  supuso,  además,  que  la  energía  de  cada  cuanto  depende  de  su 
frecuencia  v  a  través  de  la  relación  : 

E  =  hv  (3.6.1) 

donde  h  es  una  constante  universal,  la  constante  de  Planck.  El  concepto  de  cuanto  de 
energía  fue  desarrollado  posteriormente  por  Einstein,  como  veremos  más  adelante  al  dis- 
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cutir  su  explicación  del  efecto  fotoeléctrico.  Este  concepto  es  el  pilar  de  una  nueva  forma 
de  describir  la  naturaleza:  la  mecánica  cuántica,  cuyos  elementos  básicos  veremos  en  la 
segunda  parte  del  libro.  Las  consecuencias  que  ésta  hipótesis  ha  tenido  en  la  física  fueron 
dramáticas,  ya  que  su  extensión  como  parte  de  una  teoría  posibilitó  la  explicación  del 
espectro  del  átomo  de  hidrógeno  (modelo  atómico  de  Bohr),  además  del  ya  mencionado 
efecto  fotoeléctrico.  Un  aspecto  particularmente  importante  de  la  teoría  cuántica  de  la 
luz  es  el  carácter  dual  onda-partícula  asociado  a  ella.  Esto  significa  que  fenómenos  tales 
como  la  interferencia  y  la  difracción  pueden  ser  descriptos  considerando  a  la  luz  como 
una  onda  mientras  otros  fenómenos,  como  el  efecto  fotoeléctrico  o  la  interacción  de  la 
radiación  con  átomos,  pueden  ser  explicados  considerando  a  la  luz  como  a  una  partícula. 
La  descripción  de  la  luz  como  partícula  consiste  en  tratarla  como  una  corriente  de  cuantos 
llamados  fotones.  Si  tomamos  la  definición  de  masa  en  reposo  y  reemplazamos  u  =  c 
obtenemos 


m 

777,0  =  —  =  0 

7 


(3.6.2) 


es  decir,  la  masa  en  reposo  del  fotón  es  nula.  Si  consideramos  la  dirección  de  propagación 
de  un  fotón  como  definida  por  el  vector  unitario  n  su  impulso  se  escribe  p  =  pñ  y  en 
consecuencia,  su  energía  resulta  dada  por 


E2  =  p2c 2  (3.6.3) 

de  donde,  tomando  la  raíz  cuadrada  resulta: 

E  =  pe  (3.6.4) 


Si  ahora  combinamos  este  resultado  con  el  correspondiente  a  la  hipótesis  de  Planck,  obten¬ 
emos 


pe  =  hu 


(3.6.5) 


que  expresa  que 

El  momento  de  un  fotón  está  relacionado  a  su  frecuencia  y  la  relación  entre  ambas 
cantidades  es  una  constante,  cuyo  valor  es  independiente  del  observador. 

Veamos  de  qué  manera  este  resultado  es  compatible  con  la  Teoría  de  la  Relatividad 
Especial.  Si  escribimos  la  expresión  para  el  efecto  Doppler,  reemplazando  las  longitudes 
de  onda  por  las  frecuencias,  (recordemos  que  v  =  c/A),  obtenemos 

vo  _  /  1  +  v/cV'2 
V  \  1  —  v/c  J 

Si  la  fuente  emite  un  pulso  de  luz  con  una  energía  total  Eq,  en  la  dirección  negativa  de  x, 
de  modo  que  p'  =  (p'x,  0, 0)  =  —Eq/c,  el  observador  S  detectará  una  energía  E 


(3.6.6) 


E 

E 


E0 


( 1  -  v/c\ 

\1  +  v/c) 


1/2 


Si  relacionamos  (3.6.6)  y  (3.6.7),  podemos  escribir 


E  E0 


(3.6.7) 


v 


U) 


(3.6.8) 
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Por  lo  tanto,  la  relación  entre  la  energía  y  la  frecuencia  posee  un  valor  independiente  del 
observador.  De  acuerdo  con  (3.6.1)  ese  valor  es  precisamente  la  constante  de  Planck,  h. 
La  constante  de  Planck  posee  unidades  de  acción  (=unidades  de  energía  por  unidades  de 
tiempo)  y  su  valor  medido  es  h  =  6.62608  x  10-34  Joules  x  seg.  Una  definición  que  se 
utiliza  frecuentemente  es  la  llamada  constante  reducida:  h  =  Jf- . 


3.7  Resumen  del  capítulo 

•  Elementos  de  Mecánica  Relativista  y  su  comparación  con  la  Mecánica  Newtoniana. 

•  Masa  Relativista. 

•  Energía  Relativista. 

•  El  efecto  Doppler. 

•  Fotones. 

3.8  Problemas 

1.  Una  partícula  cuya  masa  en  reposo  es  moc2  =  1  MeV  y  cuya  energía  cinética  es 
igual  a  2  MeV  choca  con  una  partícula  en  reposo,  de  m'0c2  =  2MeV .  Después 
de  la  colisión  las  partículas  quedan  adheridas.  Hallar  en  forma  clásica  y  en  forma 
relativista: 

a)  La  velocidad  de  la  primera  partícula  antes  del  choque, 

b)  la  energía  total  de  la  primera  partícula  antes  del  choque, 

c)  el  momento  total  inicial  del  sistema, 

d)  la  energía  cinética  total  después  del  choque, 

e)  la  masa  en  reposo  del  sistema  después  del  choque. 

2.  Una  partícula  de  masa  mi  choca  elásticamente  con  una  partícula  de  masa  m 2,  ini¬ 
cialmente  en  reposo.  Después  del  choque,  ambas  partículas  adquieren  energías  difer¬ 
entes,  y  las  direcciones  de  sus  velocidades  forman  ángulos  ay  ¡3  con  la  dirección 
original  de  la  partícula  incidente.  Analice  el  problema  en  forma  clásica  y  en  forma 
relativista.  ¿  Cuál  es  el  valor  límite  para  a  +  ¡3  ? 

3.  En  un  acelerador  lineal  se  generan  haces  de  positrones  y  de  electrones  y  se  los  hace 
chocar.  En  el  sistema  de  referencia  del  laboratorio,  cada  haz  está  formado  por  una 
secuencia  de  paquetes  de  onda,  donde  cada  paquete  tiene  1  cm  de  largo  y  10  ¡am  de 
diámetro.  En  la  región  de  colisión  cada  partícula  tiene  una  energía  de  50  GeV,  y  los 
electrones  y  los  positrones  se  mueven  en  sentidos  opuestos. 

a)  ¿Qué  ancho  y  qué  longitud  tiene  cada  paquete  en  su  propio  sistema  de  refer¬ 
encia? 

b)  ¿Cuál  debe  ser  la  longitud  propia  mínima  para  que  un  paquete  tenga  sus  dos 
extremos  simultáneamente  dentro  del  acelerador  en  su  propio  sistema  de  referencia? 
Considere  que  la  longitud  real  del  acelerador  es  del  orden  de  los  1000  mts. 
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c)  ¿Cuál  es  la  longitud  del  paquete  de  positrones  en  el  sistema  de  referencia  de 
los  electrones? 

4.  a)  Se  ha  observado  radiación  cósmica  con  una  energía  de  16  joules  (1.2x  1020  eV). 
Si  la  partícula  que  lleva  esa  energía  es  un  protón  (m o  c2  ~  1  GeV),  ¿cuánto  tarda 
en  cruzar  nuestra  galaxia  (el  diámetro  de  nuestra  galaxia  es  del  orden  de  105  años 
luz)  de  acuerdo  a  lo  que  mediría  un  reloj  que  se  mueve  con  el  protón?. 

b)  ¿Cuántas  veces  su  energía  en  reposo  debería  tener  una  partícula  elemental 
para  que  el  diámetro  de  nuestra  galaxia  fuera  visto  por  ella  contraído  al  diámetro 
de  la  partícula  (=  1  fm  =  10-13  cm.)?  ¿cuánta  masa  debe  convertir  en  energía  un 
protón  para  tener  la  velocidad  deseada?. 

5.  El  sol  rota  una  vez  sobre  su  eje  cada  24.7  días.  El  radio  del  sol  es  de  7x  108  m.  Calcule 
el  corrimiento  Doppler  para  luz  de  longitud  de  onda  A  =  5000^  =  5000  x  10~10m 
que  se  origina  al  borde  del  disco  del  ecuador  solar. 

6.  Determine  el  valor  de  la  energía  cinética  relativista,  T.  Cuál  es  la  relación  entre  T 
y  la  energía  cinética  de  la  mecánica  clásica  ?.  Demuestre  gráficamente  la  relación 
entre  ambas  magnitudes. 


Capítulo  4 


FORMULACION  TENSORIAL 


4.1  Introducción 

En  este  capítulo  presentaremos  las  nociones  más  elementales  del  cálculo  tensorial,  que 
es  la  herramienta  adecuada  para  la  formulación  de  la  Teoría  de  la  Relatividad  Espe¬ 
cial.  Comenzaremos  con  las  reglas  usuales  de  las  operaciones  entre  vectores  en  el  espacio 
Euclídeo  y  las  generalizaremos  para  el  caso  de  representaciones  en  el  espacio  de  Minkowski. 


4.2  Vectores 

En  mecánica  newtoniana  es  usual  trabajar  en  la  notación  vectorial  y  esa  es  una  forma 
adecuada  para  compactar  ecuaciones  y  realizar  operaciones.  Definimos  el  espacio  vectorial 
euclídeo  de  tres  dimensiones  como  el  conjunto  de  puntos  P  a  los  que  asignamos  los  números 
reales  ( x,y,z )  tales  que 

rp  =  xi  +  yj  +  zk  (4-2.1) 

es  el  vector  asociado  a  P.  Los  vectores  ( i,j ,  k )  forman  una  terna  de  vectores  unitarios,  aso¬ 
ciados  a  los  tres  ejes  coordenados.  Las  componentes  (x.  y,  z)  son,  en  general,  funciones  del 
tiempo  y  esto  nos  permite  escribir  las  ecuaciones  de  movimiento  en  forma  vectorial,  como 
vimos  en  el  capítulo  anterior.  A  continuación  presentaremos  las  operaciones  elementales 
entre  vectores. 


4.3  Operaciones  entre  vectores 

El  producto  escalar  entre  vectores  en  el  espacio  de  tres  dimensiones 

rP.rQ  =  xpxq  +  yPyQ  +  zpzq  (4.3.1) 

es  una  medida  del  valor  de  la  proyección  de  un  vector  sobre  otro.  Si  Opq  es  el  valor  del 
ángulo  entre  los  vectores  rp  y  tq,  el  producto  escalar  puede  escribirse  también  como 

rp.rQ  =|  rP  ||  tq  |  cosOpq.  (4.3.2) 
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En  particular,  el  producto 

rp.rp  =  xp2  +  yp2  +  zp2,  (4.3.3) 

representa  el  valor  del  cuadrado  del  módulo  del  vector,  de  manera  que  si  al  punto  P  hemos 
asociado  un  vector  de  componentes  (x,  y,  z)  el  módulo  del  vector  representa  la  distancia 
desde  el  origen  del  sistema  de  coordenadas,  (0, 0,  0),  al  punto  P  y  su  valor  es 

|  rp  |=  \J xp 2  +  yp 2  +  zp2.  (4.3.4) 

Análogamente,  el  cuadrado  de  la  distancia  l,  entre  dos  puntos  P  y  Q,  se  define 

Ípq  =  ( rP  ~  tq)  •  (rP  -  rQ) 

=  i  (xi(P)  ~  xi(Q))2 

=  (xP  -  xq)2  +  (yP  -  yQf  +  (zP  -  zQ )2,  (4.3.5) 

y  representa  el  valor  del  cuadrado  del  módulo  del  vector  diferencia  (rp  —  Fq). 

El  producto  vectorial 


rp  x  rQ  = 

(ypZQ  ~  zpyQ )  i  +  (- xpzq  +  xqzp)  j  +  (xPyQ  -  ypxQ )  k, 

es  un  vector  perpendicular  al  plano  determinado  por  los  vectores  rp  y  ?’q,  cuyo  módulo 
es  igual  al  valor  del  área  limitada  por  estos  vectores 

I  rP  x  rQ  |=|  rP  ||  rQ  \  sin 0PQ.  (4.3.6) 

El  producto  escalar  es  conmutativo 

rp-rQ  =  rQ.rP ,  (4.3.7) 

el  producto  vectorial  es  anticonmutativo 

rp  x  rQ  =  —rQ  x  rP  (4.3.8) 

y  ambos  productos  son  asociativos  respecto  a  la  suma  vectorial. 

a.(b  +  c)  =  a.b  +  a.c 

a  x  (b  +  c)  =  a  x  b  +  a  x  c,  (4.3.9) 

La  suma  de  vectores  se  expresa 

a  +  b  =  ( x(a )  +  x(b ))  i  +  (y(a)  +  y(b ))  j  +  ( z(a )  +  z(b))  k.  (4.3.10) 

y  la  multiplicación  de  vectores  y  números  reales 

a  =  Xb  (4.3.11) 

representan  dilataciones  o  contracciones  de  los  vectores.  El  vector  nulo  está  definido  a 
partir  de  la  suma  entre  vectores  como 

a  +  (—o)  =  0.  (4.3.12) 

Estas  definiciones  completan  las  operaciones  necesarias  para  especificar  el  espacio  vectorial. 
Notemos  que  la  definición  de  las  componentes  de  un  vector  requiere  de  la  especificación 
de  un  índice 

x=(x,y,x)  =  xi  (¿  =  1,2,3)  (4.3.13) 

que  se  asocia  a  cada  componente  del  vector.  Notemos,  además,  que  el  índice  desaparece 
al  multiplicar  escalarmente  dos  vectores  y  su  uso  se  conserva  si  la  operación  involucrada 
es  el  producto  vectorial. 


4.4.  TRAYECTORIAS 


43 


4.4  Trayectorias 

La  definición  de  una  trayectoria  en  el  espacio  vectorial  de  tres  dimensiones,  corresponde 
a  la  imposición  de  vínculos  (restricciones)  sobre  los  valores  del  conjunto  de  coordenadas 
(x,  y,  z)  asignadas  a  P.  Estas  restricciones  se  pueden  expresar  mediante  relaciones  entre 
las  coordenadas,  en  general 

f{x,y,z,s)  =  0,  (4.4.1) 

donde  s  representa  el  conjunto  de  parámetros  que  definen  el  vínculo.  La  función  /  puede 
depender  de  un  número  menor  o  igual  de  variables  que  las  correspondientes  a  la  definición 
del  vector  y  por  lo  tanto  puede  expresar  restricciones  en  un  espacio  cuyas  dimensiones  son 
menores  que  las  del  espacio  original. 


4.5  Transformaciones  entre  vectores 


Una  transformación  M(a)  es  una  operación  que  asigna  a  un  vector  x  otro  vector  x'  tal 
que 

x'  =  M(a)x  +  P  (4.5.1) 

y  su  estructura  explícita  depende  de  los  valores  de  los  parámetros  de  la  transformación,  a, 
y  de  ¡3,  que  representa  un  desplazamiento.  Si  expresamos  la  operación  anterior  en  función 
de  las  componentes  de  ambos  vectores,  tenemos 


x'i  =  (. M(a)x)i  +  & 


(4.5.2) 


de  manera  que  la  operación  M(a)x,  en  general,  se  puede  expresar  como  una  combinación 
de  las  componentes  (x,  y,  z )  del  vector  x.  Si  asignamos  índices  a  esta  operación,  la  com¬ 
posición  de  índices  implícita  en  la  definición  de  la  transformación  significa  que  AI  puede 
ser: 

i)  un  escalar  y  por  lo  tanto  no  posee  índices; 

ii)  un  vector,  posee  un  índice,  y  puede  multiplicar  a  x  escalar  o  vectorialmente; 


o 


iii)  es  una  matriz  de  dos  índices,  uno  de  los  cuales  se  multiplica  por  el  índice  asociado 
a  las  componentes  de  x. 

Si  adoptamos  esta  notación  a  índices  podemos  escribir 

x'i  =  Y  ^MjjXj  +  fii  (4.5.3) 

o,  en  forma  matricial 

/  x'  i  \  /  Mu  M12  M13  \  f  x  i  \  /ft\ 

I  x’2  1  =  (  M21  M22  M23  x2  +  \  p2  }  (4.5.4) 

\  x'3  J  \  M3 1  M32  M33  /  \  x3  J  \  Pz  ) 

En  esta  notación,  el  desplazamiento  x'  — >•  x  +  P  se  escribe 


x'i 


(4.5.5) 
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es  decir,  la  representación  matricial  de  M  es  una  matriz  diagonal,  ya  que  St]  =  1  si  i  =  j 
o  Sij  =  0  si  i  ^  j.  Si  la  representación  buscada  corresponde  a  la  dilatación  o  contracción 
del  vector  x  a  la  que  se  le  suma  el  vector  ¡3,  tenemos 

_ _  ^ 

x'i  =  y  ^ijXjXj  +  Pi.  (4.5.6) 

En  particular,  una  dada  transformación  R  entre  dos  sistemas  de  coordenadas  se  corre¬ 
sponde  a  la  operación  P{x' ,y' ,  z')  =  R(P(x,y,  z))  =  P(R(x,y,  z)).  Esta  operación  se 
aplica  al  conjunto  de  coordenadas  originalmente  asignadas  a  P  y  produce  un  nuevo  con¬ 
junto  de  coordenadas.  Estos  nuevos  valores  representan  las  coordenadas  de  P  según  el 
nuevo  sistema. 

Es  conveniente  expresar  las  transformaciones  en  forma  diferencial.  Si  dx'  corresponde 
al  cambio  diferencial  en  el  sistema  S',  tenemos,  en  la  notación  a  componentes 


dx'i  =  ^2  Tr^-dx-,. 


dxj 


La  matriz  de  transformación  es  la  matriz  que  tiene  por  elementos  Jij 


(4.5.7) 


r  =M 
*  dxj 


(4.5.8) 


y  en  consecuencia 


dx't  =  Jjjdxj.  (4.5.9) 

j 

Las  transformaciones  entre  sistemas  coordenados  son  no  singulares,  es  decir  existen  las 
transformaciones  inversas  y  los  índices  especifican  una  dada  orientación  de  los  ejes  coor¬ 
denados.  En  otras  palabras,  para  estas  transformaciones  debe  cumplirse 


detJij  /  0.  (4.5.10) 

Veamos  cómo  estos  conceptos  se  generalizan  en  el  caso  de  una  representación  tensorial. 

Un  tensor  es  un  objeto  definido  en  una  entidad  denominada  variedad.  De  manera 
simple  una  variedad  es  algo  que  localmente  se  parece  a  un  sector  del  espacio  euclídeo 
(i?(n))  de  n-dimensiones.  Diremos  que  la  variedad  M ^  es  el  conjunto  de  puntos  P  tales 
que  cada  uno  posee  un  conjunto  de  coordenadas  (x1,  x2,  x3, ..,  xn)  asociadas. (En  general, 
una  propiedad  de  es  que  no  es  posible  o  bien  puede  no  ser  posible  representar  todos 
sus  puntos  mediante  la  asignación  de  coordenadas  de  un  único  sistema  de  coordenadas). 
Un  ejemplo  típico  es  el  conjunto  de  puntos  que  pueden  ser  cubiertos  por  un  sistema  de 
coordenadas  polares  (r,  (f>).  El  origen  de  ese  sistema  es  un  punto  para  el  que  el  ángulo  c¡) 
está  indeterminado.  Análogamente,  si  pensamos  en  la  superficie  de  una  esfera  como  en 
una  variedad,  podemos  distinguir  dos  sistemas  característicos  (hemisferios)  y  una  zona  de 
superposición  (ecuador). 


4.5.  TRANSFORMACIONES  ENTRE  VECTORES 
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La  definición  de  curvas  en  la  variedad  se  corresponde  con  la  definición  de  curva  en  el 
espacio  ordinario, 

xa  =  xa(u )  (4.5.11) 

donde  a  =  1,2, ..,  n. 

En  forma  análoga,  una  hiper-superficie  se  define  en  función  de  m  =  n—  1  coordenadas, 

etc. 

A  partir  del  conjunto  de  coordenadas  asociadas  a  cada  punto  P  perteneciente  a  A'I (n') 
es  posible  efectuar  transformaciones  que  nos  conducen  a  otro  conjunto  de  coordenadas 

x,a  =  fa^x1  ,x2 . ..,xn)  (4.5.12) 

La  matriz  de  n  x  n  cuyos  elementos  son  las  derivadas  parciales 


dx 


/a 


dxb 


(4.5.13) 


es  la  matriz  que  define  la  transformación  y  en  función  de  estos  elementos  las  derivadas 
totales  respecto  a  cada  una  de  las  coordenadas  transformadas  se  escriben 


dx,a 


n 


E 


dx,a 

dxb 


dxb 


(4.5.14) 


Es  común,  por  lo  reiterado 
escriban  en  forma  compacta 


de  su  aparición,  que  las  sumas  sobre  índices  repetidos  se 


6=1 


(4.5.15) 


prescindiendo  del  símbolo  de  sumatoria.  Esta  es  la  convención  de  Einstein  y  la  adoptare¬ 
mos  en  lo  sucesivo. 


En  general,  definiremos  un  tensor  como  una  entidad  geométrica  que  obedece  ciertas 
propiedades  de  transformación.  Consideremos  los  puntos  P(xa)  y  Q(xa  +  dxa )  a  los  que 
asociamos  el  desplazamiento  infinitesimal  PQ,  que  no  es  un  vector  libre.  Si  dxa  representa 
la  variación  de  las  coordenadas  en  S  y  dx’a  representa  la  variación  de  las  coordenadas  en 
S',  entonces,  como  hemos  visto 


dx,a 


dx,a 

dxb 


dx 


b 


(4.5.16) 


Definiremos  el  vector  contravariante ,  o  tensor  contravariante  de  rango  1  como  el  conjunto 
de  cantidades  Xa  en  el  sistema  de  coordenadas  (x“)  asociadas  al  punto  P  que  se  transforma 
de  acuerdo  a 


X,a 


dx,a 

dxb 


Xb 


(4.5.17) 


Notemos  que  los  elementos  de  la  matriz  de  transformación  se  calculan  en  el  punto  P.  De 
manera  análoga,  un  tensor  contravariante  de  rango  2,3,...kse  define  a  partir  del  producto 
de  transformaciones 


j^-rab... 


.k 


dx'a 

~dx,b ' 

1 

-Sí 

1 _ 

dxc 

p 

dxd 

p 

dx1 

(4.5.18) 
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Un  tensor  covariante  de  rango  n  se  define  a  partir  de  la  transformación  inversa 


X' 


ab....k  — 


dxc 

dxd 

'  dxl  ' 

dx'a 

p 

_dx'b_ 

p 

_dx,k_ 

Xcd...l 


(4.5.19) 


J  p 


Análogamente,  podemos  definir  tensores  mixtos  con  k  indices  contravariantes  y  j  índices 
covariantes 


\rfCL...  _ 

A  b...  ~ 


dx'a 

dxd 

dxc 

p 

_dx'b  _ 

■xt: 


(4.5.20) 


J  p 


A  la  estructura  definida  como  variedad  se  la  puede  dotar  de  una  métrica  y  esta  nueva 
estructura  se  conoce  con  el  nombre  de  variedad  de  Riemann.  Para  ello,  podemos  elegir 
cualquier  tensor  covariante  de  rango  2,  simétrico  frente  al  intercambio  de  índices  y  definir 
el  intervalo  o  distancia  infinitesimal  entre  los  puntos  P(xa )  y  Q(xa  +  dxa )  como 


(dsfi  =  gab(x)dxadxb 


(4.5.21) 


En  esta  expresión  gab  (x)  es  el  tensor  covariante  de  rango  2  cuyos  elementos  están  definidos 
en  el  punto  x  al  que  se  le  asignaron  las  coordenadas  xa.  En  lo  sucesivo,  prescindiremos  de 
los  paréntesis  e  indicaremos  el  cuadrado  del  intervalo  como  ds2.  En  general,  la  norma  de 
un  vector  contravariante  se  escribe 


X2  =  gab(x)XaXh  (4.5.22) 

de  manera  que  un  vector  contravariante  de  norma  nula  satisface  la  relación 

gab(x)XaXb  =  0  (4.5.23) 

Si  g  es  el  determinante  de  la  matriz  correspondiente  al  tensor  covariante  gab,  tensor  de  la 
métrica  (o  simplemente  métrica ),  diremos  que  la  métrica  es  no-singular  si  det(gab)  /  0. 
En  correspondencia  con  la  métrica  covariante,  la  métrica  contravariante  se  define  a  partir 
de  la  relación 

gabgbc  =  5Ca  (4.5.24) 

El  símbolo  óa  es  un  tensor  mixto  y  se  lo  conoce  como  símbolo  de  Kronecker  o  5  de 
Krónecker.  Ambas  métricas  se  utilizan,  a  su  vez,  para  subir  o  bajar  índices  de  un  tensor. 
Si  tomamos  un  vector  (i.e,  un  tensor  de  rango  1)  resulta 

Ta  =  gabTb 

Ta  =  gabTb  (4.5.25) 

expresión  que  es  fácilmente  generalizable  para  el  caso  de  tensores  de  rango  superior.  Apli¬ 
cando  este  concepto  podemos  demostrar  que 

TaTa  =  TaTa  (4.5.26) 

Definiremos  el  espacio  de  Minkowski,  a  partir  de  la  variedad  de  Riemann  con  n  =  4,  donde 
a  cada  punto  le  asignamos  el  conjunto  de  coordenadas 

( xa )  =  (x° , x1 ,  x2 ,  x3)  =  ( ct,x,y,z )  (4.5.27) 

y  donde  el  intervalo  toma  la  forma 


ds2  =  gabdxadxb 


(4.5.28) 
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La  métrica  r¡  está  dada  por  las  componentes  del  tensor  y 


y  por  lo  tanto 


10  0  0 
0-10  0 
0  0-10 
0  0  0  -1 


ds2  =  c2dt2  —  dx2  —  dy2  —  dz2 


Si  definimos  intervalos  por  medio  de  la  relación 


X2  =  gabXaXb 


(4.5.29) 


(4.5.30) 

(4.5.31) 


el  valor  resultante  puede  ser  positivo,  negativo  o  nulo  y  diremos  que  el  intervalo  es  tipo 
temporal  {X2  >  0),  tipo  espacial  (X2  <  0)  o  tipo  nulo  o  luminoso  ( X 2  =  0)  . 

En  notación  tensorial  podemos  expresar  las  transformaciones  entre  sistemas  de  coor¬ 
denadas  en  la  forma 


Xa  — »•  x'b 
x'a  =  Lahxh 

(4.5.32) 

donde 

dx'a 

Td  _  UA 

b  dxb 

(4.5.33) 

En  particular,  podemos  escribir  las  transformaciones  que  dejan 
que  por  lo  tanto  dejan  invariante  el  intervalo,  si 

invariante  la  métrica,  y 

Ved  L'cVabL'd 

(4.5.34) 

ya  que 

ds'2  =  r\abdx'adx,b 

=  i]ahL^dxc  Lbddxd 
=  {Lacr¡abLbd)dxcdxd 
=  r\cddxcdxd 
=  ds2 

(4.5.35) 

Veremos  a  continuación  de  qué  manera  estas  expresiones  nos  permiten  re-obtener  las 
correspondientes  a  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial. 


4.6  Formulación  tensorial 

Partimos  de  la  definición  del  tetravector  posición,  que  es  el  tensor  contravariante  de  rango 
1 

=  (x°,  x1,  x2,  x3)  =  (x°,  x)  (4.6.1) 

y  que,  como  hemos  visto,  corresponde  a  la  asignación  de  coordenadas  a  un  dado  punto  P 
en  el  espacio  de  Minkowski.  Aquí  hemos  escrito  x°  =  ct  y  x  =  (. x1,x2,x 3)  =  (, x,y,z ). 
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El  correspondiente  tensor  covariante  se  escribe 

rp  _  ( \  -  ( _ rp  ^ 

•Xj j  *Xj  j  íL/  J  -  Ju  J 

y  se  obtiene  a  partir  de  la  operación 

x^  =  r¡tlvxv 

De  manera  que  el  intervalo  toma  la  forma  del  producto 

a  2«2  2 

rp  rpr^  f*  T  K* 

lAJ  -  U  1/  iLs 

Este  intervalo  es  invariante  frente  a  transformaciones  de  la  forma 


x,fl  =  L»xv 

que  dejan  invariante  la  métrica  r/.  ya  que 

ryJ  rp^  ^  /~p  rp¡X 

•X'  fl'X'  •X' fl’T 

por  directa  aplicación  de  los  resultados  anteriores: 


(4.6.2) 

(4.6.3) 

(4.6.4) 

(4.6.5) 

(4.6.6) 

(4.6.7) 


En  particular,  si  consideramos  una  transformación  que  nos  lleve  desde  un  intervalo  dado 
a  uno  tipo  temporal , 

c2dr2  =  c2dt2  —  dx 2  (4.6.8) 

donde,  por  sencillez,  hemos  escrito  dx2  para  indicar  la  suma  de  los  cuadrados  de  las 
componentes  espaciales  ( dx,dy,dz ).  Si  consideramos  que  el  tiempo  r  es  la  medida  del 
tiempo  en  el  sistema  de  referencia  fijo  al  reloj,  la  expresión  anterior  es  simplemente  la 
definición  del  tiempo  propio 


y  por  lo  tanto 


dT  =  dt\  l--j 


r=  /  dt\l~T2 


(4.6.9) 


(4.6.10) 


A  partir  de  estos  resultados  podemos  establecer  la  correspondencia  que  buscamos  entre  los 
resultados  esenciales  de  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial  y  su  formulación  covariante. 

El  tetravector  velocidad  es  el  tensor  contravariante  de  rango  1,  definido  vía 

iF  --  (4.6.11) 

dr 

y  expresa  la  variación  respecto  al  tiempo  propio  del  tetravector  posición,  y  sus  componentes 


vF  =  (cy,  7  u) 


(4.6.12) 
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donde,  como  antes,  hemos  adoptado  la  notación  vectorial  para  indicar  las  componentes 
espaciales.  Naturalmente,  el  factor  7  toma  el  valor 


7  = 


(4.6.13) 


Por  consiguiente,  la  definición  del  tetraimpulso 


p M 

=  (p°,p) 

=  (me,  mu) 

=  (?nojc,  mo'yu)  (4.6.14) 


nos  permite  re-obtener  en  forma  sencilla  las  expresiones  correspondientes  a  la  masa  rela¬ 
tivista  y  a  la  energía  relativista.  La  componente  temporal  del  tetraimpulso  es  entonces 

E 

p°  =  moer/  =  me  =  —  (4.6.15) 

c 

El  valor  de  la  energía  relativista  E  =  me 2  se  puede  calcular  a  partir  del  producto 


P/j'P11  (4.6.16) 

que  es  una  cantidad  invariante  frente  a  las  transformaciones  de  Lorentz,  tal  como  lo  es 
el  intervalo  El  valor  explícito  de  este  producto,  para  cualquier  observador  inercial, 

está  dado  por 


PiJ->11  = 


Si  ahora  expresamos  este  mismo  resultado  en  función  de  las  componentes  de  p ^  tenemos 

„  E2  2 
P PP  =  -¿-P 

=  m.gC2  (4.6.18) 

y  a  partir  de  este  resultado,  la  energía  relativista  toma  la  forma 

E2  =  mgc4  +  c2p 2  (4.6.19) 

y  ésta  es  la  expresión  que  hemos  obtenido  en  el  capítulo  anterior  (ec.(3.4.11)). 

La  expresión 

(4.6.20) 

ar 

define  la  tetra-fuerza,  en  correspondencia  con  el  concepto  newtoniano  de  fuerza. 

Con  estos  resultados  podemos  establecer  el  cuadro  de  comparación  entre  las  magnitudes 
propias  de  la  Mecánica  Newtoniana  y  las  de  la  Relatividad  Especial 


VfiaP^p0 

2  /  2  2  2  2\ 
7  [m^c  —  m0u  ) 

22  2/1 

m0c  7  7  —  ^2 

mgC2 


(4.6.17) 
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Mecánica  Newtoniana 

Relatividad  Especial 

Espacio 

Euclideo 

Minkoivski 

Mírica 

(1,1,1) 

(1,-1, -1,-1) 

T  ransformacin 

Galileo 

Lorentz 

Entes 

vectores 

tetra  —  vectores 

Posicin 

X 

Tiempo 

t 

xM(xu,  x) 

M  omento 

II 

o 

ft|& 

pV  =  mo^r 

Masa 

m0 

m  =  ?no7(u) 

Fuerza 

t  —  á p 

J  dt 

tu  — 

J  dr 

Energa 

ciútica 

relativista 

( partcula  libre ) 

j1 _  p2 

2mn 

E  =  me 2 

4.7  Leyes  de  conservación  energía-impulso 


En  correspondencia  con  el  concepto  newtoniano,  escribimos,  para  el  tetra-momento  de  un 
sistema  de  N  partículas 

N 


=  ^Pk 

lt= 1 


(4.7.1) 


Si  el  sistema  es  un  sistema  aislado 


dP v 

dr 


=  0 


(4.7.2) 


y  a  partir  de  esta  expresión  podemos  determinar  las  ecuaciones  que  rigen  la  conservación 
de  la  energía-impulso  en  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial.  Las  componentes  espaciales 
y  temporales  del  tetra-momento 


N 


J2Pk  =  P 

1 

Ek  E 


k= i 
N 

E 

k= i 


no  son  independientes,  ya  que,  para  cada  partícula 


Eu  = 


\J  ?UqC4  +  p2c2 


(4.7.3) 


(4.7.4) 


Para  ilustrar  estas  expresiones,  consideremos  el  caso  de  dos  partículas,  cuyas  masas  en 
reposo  son  iguales  mo(l)  =  mo(2)  =  m o-  Una  de  las  partículas  está  en  reposo,  u\  =  0, 
y  la  otra  se  mueve  hacia  ella  con  velocidad  constante  U2  =  u.  Las  partículas  chocan  y 
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como  resultado  del  choque  emerge  una  partícula,  cuya  masa  en  reposo  Mq  y  velocidad  U 
se  desea  determinar,  así 


mo'y(u)c  +  m.QC  =  Mo'y(U)c 

mo'y(u)u  =  Mq^{U)U  (4.7.5) 


de  donde 


U 


M0 


u 


7(«) 


m0- 


1  +  7  (u) 

7  (u)  +  1 


7(t/) 


(4.7.6) 


En  casos  mas  generales,  las  expresiones  para  la  energía  relativista  y  para  las  componentes 
espaciales  del  momento  están  acopladas  y  su  determinación  requiere  un  poco  más  de 
elaboración  que  en  el  ejemplo  anterior  pero  el  concepto  es  el  mismo:  a  diferencia  del 
caso  newtoniano,  donde  conocido  el  momento  de  una  partícula  o  sistema  de  partículas 
es  inmediato  calcular  la  energía  cinética,  en  la  teoría  de  la  Relatividad  Especial  ambas 
cantidades  forman  parte  del  tetra- vector  momento  y  su  estimación  requiere  de  la  solución 
de  un  sistema  de  ecuaciones  acopladas. 


4.8  Resumen  del  capítulo 

•  Vectores,  operaciones  y  espacio  vectorial  euclídeo. 

•  Tensores,  operaciones,  métrica,  espacio  de  Minkowski. 

•  Tetra-vectores  y  Relatividad  Especial. 

•  Ecuaciones  características:  tetra-impulso,  tetra-fuerza. 

•  Leyes  de  conservación  energía-impulso  para  un  sistema  aislado  relativista. 


4.9  Problemas 

1.  Escribir  la  ecuación  correspondiente  a  un  intervalo  si  la  parte  espacial  se  define  en 
un  sistema  de  coordenadas  esféricas.  Escriba  el  valor  del  intervalo  y  construya  la 
métrica  adecuada. 

2.  Demostrar  que  el  intervalo  espacio-temporal  es  invariante  frente  a  las  transforma¬ 
ciones  de  Lorentz. 

3.  ¿Cómo  se  transforman  las  componentes  de  la  tetra-fuerza?  Comparar  con  las  expre¬ 
siones  correspondientes  a  la  aceleración. 

4.  ¿Cuál  es  el  límite  no-relativista  de  las  expresiones  correspondientes  a  la  tetrafuerza 
y  a  la  aceleración  ? 
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5.  Un  fotón  se  mueve  en  el  plano  xy  del  sistema  de  laboratorio,  en  una  dirección  que 
forma  un  ángulo  (j)  con  el  eje  x,  de  manera  que  sus  componentes  de  momento  son 
px  =  p  cos(0),  py  =  psin(»  y  pz  =  0. 

a)  Usando  la  transformación  de  Lorentz  para  el  tetravector  y  la  relación 
E2  —  p2  =  0  para  un  fotón,  determine  su  energía  en  un  sistema  de  referencia  que  se 
mueve  con  velocidad  v  en  la  dirección  del  eje  x  respecto  del  sistema  de  laboratorio, 
S' .  ¿Cuál  es  la  dirección  de  movimiento  del  fotón  en  S'l 

b)  Si  la  frecuencia  de  la  luz  en  el  sistema  de  laboratorio  es  v,  ¿cuál  es  la  frecuencia 
de  la  luz  en  S'7.  (Efecto  Doppler  Relativista). 

6.  Un  rayo  gama  (fotón  muy  energético),  puede  tener  una  energía  mayor  a  la  energía 
en  reposo  de  un  par  positrón-electrón.  Pruebe  que 

a)  el  siguiente  proceso  es  incompatible  con  las  leyes  de  conservación  de  momento 
y  energía  en  el  sistema  de  laboratorio: 


7  — >  e+  +  e  , 

b)  dado  que  en  presencia  de  materia,  el  proceso  anterior  es  posible,  ¿cuál  es  el 
umbral  de  energía  necesario  para  que  sea  posible  la  siguiente  reacción? 


7  +  e  (en  reposo )  — >  e+  +  2e  . 

La  energía  en  reposo  del  electrón  y  del  positrón  es  0.511  MeV. 

7.  Un  positrón  e+  de  energía  cinética  T  es  aniquilado  en  un  blanco  que  contiene  elec¬ 
trones  e~  que  se  encuentran  en  reposo  en  el  sistema  de  laboratorio 


e+  ( muy  energticos )  +  e  (en  reposo)  — >  7, 

a)  considerando  la  colisión  en  el  sistema  de  referencia  de  centro  de  masa  (sistema 
de  referencia  en  el  cual  el  momento  total  inicial  de  las  partículas  es  cero),  muestre 
que  resultan  al  menos  dos  rayos  gama  como  consecuencia  de  la  aniquilación  del  par 
electrón-positrón, 

b)  obtenga  una  expresión  para  la  energía  de  uno  de  los  rayos  gama  en  el  sistema 
de  laboratorio  como  función  del  ángulo  en  que  emergió  el  rayo  gama  y  la  dirección 
que  viajó  el  positrón  antes  de  su  aniquilación. 

8.  Obtenga  una  expresión  para  Mq,  Ec.  (4.7.6),  en  función  de  la  velocidad  u. 


Capítulo  5 

FENÓMENOS  CUÁNTICOS 


5.1  Introducción 


En  este  capítulo  estudiaremos  un  conjunto  de  fenómenos  cuya  explicación  requiere  del  uso 
de  conceptos  que  se  apartan  de  los  conceptos  clásicos,  es  decir  de  las  explicaciones  basadas 
en  la  Mecánica  Newtoniana,  el  Electromagnetismo  o  la  Termodinámica.  La  observación 
y  posterior  explicación  de  fenómenos  tales  como  el  comportamiento  termodinámico  de  la 
radiación  electromagnética  en  una  cavidad  (Planck,  1900),  el  efecto  fotoeléctrico  (Einstein, 
1905),  el  efecto  Compton  (Compton,  1923),  señalan  el  comienzo  de  una  nueva  forma  de 
explicar  los  fenómenos  de  la  naturaleza  a  escala  atómica.  La  importancia  de  la,  por  en¬ 
tonces  novedosa,  descripción  (en  adelante  nos  referiremos  a  ella  denominándola  descripción 
cuántica )  se  vio  dramáticamente  demostrada  en  la  explicación  de  la  estructura  del  átomo 
de  hidrógeno  (modelo  atómico  de  Bohr  (1913)),  en  el  estudio  del  comportamiento  de  los 
calores  específicos  en  la  cercanía  del  cero  absoluto  (Nerst,  1920)  y  en  el  descubrimiento 
del  spin  (Gerlach,  Unlebeck,  1925). 


La  formulación  definitiva  de  la  Mecánica  Cuántica,  y  la  exploración  de  sus  aplicaciones 
a  un  conjunto  amplio  de  fenómenos  a  escala  molecular,  atómica  y  nuclear,  se  concretó  du¬ 
rante  un  par  de  décadas  en  trabajos  desarrollados  por  E.  Schródinger  (1926),  W.  Heisen- 
berg  (1926),  P.  A.  M.  Dirac  (1928)  y  R.  Feymann  (1948)) 

Las  dificultades  existentes  entre  los  conceptos  clásicos  y  los  resultados  experimentales, 
evidenciadas  a  partir  de  1900,  son  las  siguientes: 

a)Estructura  de  la  materia:  Rutherford  midió  la  dispersión  de  partículas  cargadas 
sobre  láminas  delgadas.  Las  trayectorias  de  dispersión  obtenidas  experimentalmente  indi¬ 
caron  que  la  materia  está  formada,  básicamente,  por  cargas  positivas  localizadas  rodeadas 
de  cargas  negativas.  Este  resultado  experimental  muestra  que  la  teoría  electromagnética 
clásica  no  puede  ser  utilizada  para  describir  la  estructura  observada,  ya  que  cargas  de 
distinto  signo  se  atraen  y  por  lo  tanto  cualquier  distribución  de  materia  debería  emitir 
radiación  y  al  cabo  de  un  cierto  tiempo  colapsar.  Finalmente,  las  determinaciones  exper¬ 
imentales  de  Rutherford  mostraron  que  la  materia  no  puede  ser  descripta  mediante  una 
distribución  homogénea  de  cargas  positivas  y  negativas,  como  lo  postulaba  el  modelo  de 
Thompson. 
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b) Interacción  de  la  radiación  con  la  materia:  Compton  midió  corrimientos  en  las  longi¬ 
tudes  de  onda  de  la  radiación  incidente  sobre  materia,  resultado  que  sugiere  una  forma  de 
interacción  donde  ambos  participantes,  ondas  y  partículas,  comparten  propiedades  afines. 
De  esta  manera,  los  intercambios  de  energía  y  de  momento  entre  ondas  y  partículas  se  pro¬ 
ducirían  como  si  ambos  presentaran  tanto  propiedades  ondulatorias  como  corpusculares. 

c) La  interacción  entre  radiación  y  materia  produce  intercambios  de  energía  y  de  mo¬ 
mento  que  se  apartan  drásticamente  de  las  leyes  clásicas,  sugiriendo  la  existencia  de  cuan¬ 
tos  de  energía.  Estas  interacciones  están  regidas  por  leyes  de  conservación  no-clásicas. 

d) Las  leyes  de  la  termodinámica  estadística  clásica  no  explican  la  distribución  de  inten¬ 
sidades  de  la  radiación  proveniente  de  una  cavidad  mantenida  a  temperatura  constante. 
Mientras  la  teoría  clásica  establece  una  relación  del  tipo  E  ~  T,  los  resultados  exper¬ 
imentales  indican  una  dependencia  del  tipo  E  ~  T4  entre  la  densidad  de  energía  y  la 
temperatura  absoluta. 


5.2  Efecto  fotoeléctrico 

Si  una  superficie  metálica  se  ilumina  con  luz  visible  se  liberan  partículas  cargadas,  siempre 
que  la  frecuencia  de  la  radiación  incidente  supere  cierto  valor  umbral.  Las  características 
del  fenómeno,  denominado  efecto  fotoeléctrico  son  las  siguientes  (Figura  5.1): 

i)  la  energía  de  las  partículas  emitidas  no  depende  de  la  intensidad  de  la  radiación 
absorbida  por  la  superficie,  pero  el  número  de  partículas  emitidas  (corriente)  aumenta  al 
aumentar  la  intensidad  de  la  radiación , 


ii)/o  energía  cinética  máxima  de  las  partículas  emitidas,  tal  como  se  la  determina  me¬ 
diante  la  aplicación  de  potenciales  de  frenado,  depende  de  la  frecuencia  de  la  luz  incidente 
y  es  diferente  para  diferentes  materiales , 


iii)/a  emisión  de  partículas  no  depende  del  tiempo  de  exposición  de  la  superficie  a  la  ra¬ 
diación  incidente  y  ocurre  al  cabo  de  algunos  nanosegundos  luego  de  iniciada  la  exposición. 


La  explicación  de  estas  características  se  puede  establecer  si  adoptamos  la  hipótesis  de 
Einstein,  referida  al  balance  de  energía 


hu  —  (f  =  T  (5.2.1) 

De  acuerdo  a  la  explicación  de  Einstein  la  luz  incidente,  cuya  frecuencia  es  u,  transporta 
la  cantidad  de  energía  hu,  c¡)  es  el  potencial  que  caracteriza  a  la  superficie  emisora  y  T  es 
la  energía  cinética  máxima  de  las  partículas  emitidas. 

El  valor  de  <f>  determina  el  valor  de  la  frecuencia  umbral 

hu0  =  <f>  (5.2.2) 

y  sólo  cuando  la  luz  incidente  posee  una  frecuencia  mayor  que  uq  el  material  emite 
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Figura  5.1:  Dependencia  de  la  energía  cinética  máxima  de  los  electrones  emitidos  con 
respecto  a  la  fecuencia  de  la  luz  incidente 


partículas  cuya  energía  cinética  máxima  es 

T  =  h(v  —  vq)  (5.2.3) 

De  acuerdo  a  la  hipótesis  de  Einstein  la  energía  transportada  por  las  ondas  está  con¬ 
centrada  en  cantidades  elementales,  cuantos ,  de  valor  hu.  Esto  quiere  decir  que  sobre  el 
frente  de  ondas  la  distribución  de  energía  no  es  continua,  como  supone  la  teoría  clásica 
de  la  radiación.  Este  resultado  está  ligado  a  otro  resultado  teórico  relevante,  referido 
al  comportamiento  termodinámico  de  la  radiación,  como  veremos  más  adelante  en  este 
capítulo  al  presentar  la  hipótesis  de  Planck  y  formular  la  descripción  de  la  radiación  del 
cuerpo  negro.  En  el  Capítulo  3,  mostramos  que  hv  es  precisamente  el  valor  de  la  energía 
asociada  a  una  partícula,  el  fotón,  cuya  masa  en  reposo  es  nula.  Esta  energía,  en  el  mod¬ 
elo  de  Einstein,  es  la  energía  transportada  por  la  radiación  incidente,  que  es  absorbida  en 
el  metal  y  produce  la  emisión  de  electrones  con  energía  cinética  máxima  T  por  encima 
de  la  energía  umbral  hv o-  El  proceso  de  absorción  de  energía  no  es  acumulativo,  como 
se  demostró  experimentalmente,  según  los  resultados  (i)  e  (ii).  Este  es  el  punto  crítico 
en  la  interpretación  de  Einstein,  ya  que  contradice  la  noción  clásica  de  continuidad  en  el 
transporte  de  energía. 


5.3  Efecto  Compton 

Como  aplicación  de  los  conceptos  relativistas  de  conservación  de  la  energía-impulso  y 
de  la  asignación  de  momento  al  fotón,  estudiaremos  la  dispersión  de  un  fotón  por  un 
electrón  en  reposo  (Figura  5.2).  De  acuerdo  al  esquema  mostrado  en  la  figura,  el  fotón 
incide  sobre  el  electrón  y  lo  arranca  de  su  situación  de  reposo  transfiriéndole  momento. 
El  fotón  dispersado  pierde  parte  de  su  momento  y  de  su  energía.  El  experimento  consiste 
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electrón  emergente 


Figura  5.2:  Representación  de  la  interacción  electron-fot’on,  en  el  efecto  Compton.  El 
fotón  incidente  es  dispersado  por  el  electrón,  que  adquiere  momento  a  expensas  del  cambio 
de  frecuencia  del  fotón 


en  la  medición  de  la  distribución  angular  del  fotón  emergente.  Se  observa,  además,  un 
corrimiento  de  la  frecuencia  del  fotón  emergente  respecto  al  incidente. 

Si  llamamos  A'  a  la  longitud  de  onda  emergente,  A  a  la  longitud  de  onda  incidente 
(suponemos  que  la  fuente  es  monocromática)  y  9  al  ángulo  que  forma  la  radiación  emer¬ 
gente  con  el  semieje  positivo  x  el  resultado  experimental  es  el  siguiente 

X'  —  A  = - (1  — cos0)  (5.3.1) 

ru-oc 

donde  la  cantidad  es  la  llamada  longitud  de  onda  Compton  del  electrón,  cuya  masa  en 
reposo  es  rriQ .  Notemos  que  este  es  un  resultado  muy  especial,  ya  que  relaciona  parámetros 
puramente  ondulatorios ,  como  las  longitudes  de  onda,  con  magnitudes  propias  de  las 
partículas,  como  la  masa  en  reposo  uiq. 

Las  ecuaciones  correspondientes  a  la  conservación  de  las  componentes  espaciales  del 
momento  y  a  la  conservación  de  la  energía  relativista  se  escriben  (ver  Figura  5.2) 

hu  hu’ 

—  =  pe  eos  a  -| - eos  0 

c  c 

hu' 

0  =  pe  sm  a - sm  0 

c 

hu  +  E(jpe  =  0)  =  hu'  +  E(pe)  (5.3.2) 

La  primera  ecuación  describe  la  conservación  de  la  componente  del  momento  según  x,  la 
segunda  según  y  y  la  tercera  corresponde  a  la  conservación  de  la  energía  relativista.  Los 
ángulos  a  y  9  son  los  ángulos  que  forman,  con  el  semieje  positivo  x,  los  momentos  del 
electrón  y  del  fotón  emergentes,  respectivamente. 
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Si  partimos  de  la  última  línea  y  despejamos  E(pe),  la  energía  relativista  del  electrón 
saliente,  obtenemos 


E(pe)  =  \J p2c2  +  m^c4  =  h{v  —  v')  +  moc2 


Tomando  el  cuadrado  de  ambos  miembros  resulta 


vi  = 


h{v  -  v') 


+  2moh(v  —  v') 


(5.3.3) 

(5.3.4) 


Si  ahora  tomamos  el  cuadrado  de  las  ecuaciones  que  describen  la  conservación  de  las 
componentes  espaciales  del  momento  del  sistema,  tenemos 


( hu  hv'  i  22 

I - eos  tí  )  =  Pe  eos  a 


h'l/>  ■  n\  2-2 

- sin  tí  |  =  Pe  sm  a 


V 


y  sumando  ambas  igualdades  obtenemos 


vi  = 


hv 

c 


+ 


hv' 

c 


>\  2 


-2 


hv\  ( hv' 


eos  tí 


Igualando  las  expresiones  para  p2,  en  (5.3.4)  y  (5.3.6),  resulta 

'h[v-v'y2 


hv\ 

-)  + 


hv1 

c 


c 

f\  2 


-2 


+  2moh(v  —  v')  = 
hv\  f  hv'\ 

eos  tí 


(5.3.5) 


(5.3.6) 


(5.3.7) 


desarrollando  el  cuadrado  en  el  término  de  la  izquierda  y  cancelando  términos  idénticos  a 
ambos  lados  de  la  igualdad  obtenemos 


h2vv' 


(1  —  eos  tí)  =  moc 


hv 

c 


hv' 

c 


(5.3.8) 


de  donde,  finalmente,  podemos  establecer  la  igualdad  (recordando  que  v  =  j) 


(1  —  eos  tí)  =  m°C  (A'  —  A)  (5.3.9) 

h 

y  a  partir  de  ella  podemos  obtener  la  expresión  para  el  corrimiento  de  la  longitud  de  onda 

—^—(1  —  eos  tí)  =  (X'  —  A)  (5.3.10) 

rriQC 

que  está  de  acuerdo  con  el  resultado  experimental  (Ec.5.3.1).  Esta  expresión  establece 
que  la  diferencia  entre  las  longitudes  de  onda  de  la  radiación  incidente  y  la  emergente  es 
proporcional  a  la  longitud  de  onda  Compton  del  electrón 

h 

=  Acompton  (5.3.11) 

m  oc 

cuyo  valor  depende  exclusivamente  de  la  masa  en  reposo  del  electrón.  Si  tomamos  los 
valores  conocidos  para  las  constantes  h  y  c  y  para  moc2  =  511  keV,  resulta  Acompton  ~ 
2.4  x  10-12  m,  del  orden  de  una  centésima  de  Amstrón  (  1  A=10~10m). 
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5.4  Termodinámica  de  la  radiación 

Veremos  a  continuación  otro  ejemplo  de  apartamiento  respecto  a  leyes  clásicas.  Se  trata 
de  describir  el  comportamiento  de  la  radiación  en  equilibrio  térmico  con  las  paredes  de 
una  cavidad.  Pensemos,  por  ejemplo,  en  la  luz  proveniente  del  calentamiento  gradual  de 
un  trozo  de  metal,  o  en  la  luz  proveniente  del  interior  de  un  horno  de  fundición.  En 
ambos  casos  la  distribución  espectral  de  la  luz  emitida  cambia  al  cambiar  la  temperatura 
del  trozo  de  metal  o  del  horno.  Clásicamente,  la  energía  debe  variar  linealmente  con  la 
temperatura,  pero,  de  acuerdo  a  los  resultados  experimentales: 

a)  Ley  de  Stefan-Boltzmann:  la  energía  radiada  varía  según  la  cuarta  potencia  de  la 
temperatura  de  la  cavidad; 

b ) Ley  de  Wien:  la  distribución  de  intensidad  de  la  radiación,  como  función  de  la 
longitud  de  onda  de  la  radiación  emitida,  presenta  máximos  para  valores  constantes  del 
producto  de  la  temperatura  absoluta  por  la  longitud  de  onda  correspondiente  al  máximo; 


c)  Comportamientos  límites-,  la  distribución  espectral  de  intensidades  no  sigue  un  com¬ 
portamiento  exponencial  uniforme  y  de  acuerdo  con  el  valor  de  la  longitud  de  onda  esta 
distribución  toma  formas  polinómicas,  para  pequeñas  longitudes  de  onda,  o  exponenciales, 
para  grandes  longitudes  de  onda. 

Para  entender  estos  resultados,  de  la  manera  en  que  fueron  descriptos  a  comienzos  del 
siglo  pasado  (Planck,  1900),  recordaremos  brevemente  las  nociones  básicas  del  cálculo  de 
valores  medios  en  la  teoría  de  distribuciones  clásicas. 


5.5  Elementos  de  la  teoría  de  distribuciones 

La  descripción  clásica  de  la  trayectoria  de  una  partícula,  de  acuerdo  a  las  leyes  de  Newton, 
se  basa  en  la  determinación  de  la  dependencia  temporal  de  la  posición  y  del  momento. 
La  integración  de  las  ecuaciones  de  movimiento  requiere,  además  del  conocimiento  de  las 
fuerzas  actuantes,  el  conocimiento  de  las  condiciones  iniciales.  Si  bien,  en  principio,  el 
problema  de  una  partícula  puede  resolverse  en  forma  exacta,  la  situación  se  torna  más 
complicada  para  el  caso  de  un  sistema  de  muchas  partículas.  Si  se  piensa  en  un  mol  de 
material  el  conocimiento  de  las  condiciones  iniciales  implica  fijar  el  valor  de  1024  posiciones 
y  momentos  y  la  resolución  de  un  número  comparable  de  ecuaciones  de  movimiento.  La 
imposibilidad  planteada  en  la  descripción  determinista  de  un  sistema  macroscópico  llevó 
a  la  formulación  de  otra  forma  de  descripción,  la  descripción  estadística. 

El  esquema  básico  de  la  descripción  estadística  clásica  es  el  siguiente: 


i)  En  lugar  de  seguir  la  evolución  temporal  de  cada  componente  (partícula)  del  sistema 
supondremos  que  cada  uno  de  estos  componentes  puede  acceder  a  todos  los  valores  posibles 
de  la  posición  y  del  momento.  Si  suponemos  que  el  sistema  evoluciona  libremente  y  durante 
un  tiempo  suficientemente  largo  hacia  su  estado  de  equilibrio ,  este  estado  podrá  definirse 
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a  partir  del  promedio  sobre  las  evoluciones  de  cada  una  de  las  componentes.  Notemos  que 
cualquier  sistema  macroscópico  está  compuesto  por  un  número  grande  de  subsistemas,  que 
son,  esencialmente,  tan  complejos  como  el  mismo  sistema.  De  esta  manera,  una  posible 
representación  del  estado  del  sistema  consistirá  en  la  determinación  de  valores  promedios 
a  partir  del  conjunto  de  subsistemas  o  de  réplicas  del  mismo  sistema.  Por  ejemplo,  un 
sistema  de  N  partículas  puede  pensarse  como  N  sub-sistemas  independientes,  formado 
cada  uno  de  ellos  por  una  partícula.  Como  cada  componente  (subsistema)  puede  adquirir 
todos  los  valores  posibles  de  la  posición  y  del  momento,  de  acuerdo  a  la  definición  de  su 
energía,  el  cálculo  de  promedios  estadísticos  puede  realizarse  considerando  el  número  de 
susbsistemas  que  poseen  un  dado  conjunto  de  valores  de  la  posición  y  del  momento.  En 
Mecánica  Clásica  se  denomina  espacio  de  fases  al  conjunto  de  todos  los  valores  posibles 
de  la  posición  y  del  momento.  En  este  espacio  de  fases  la  evolución  de  cada  subsistema 
se  puede  representar  por  medio  de  una  función  del  momento  y  la  posición,  la  función  de 
distribución.  El  elemento  de  volumen  en  el  espacio  de  fases  es 

dü  =  d3qd3p/h^  (5.5.1) 

donde  la  constante  fio,  que  posee  unidades  de  acción,  se  introduce  por  razones  dimension¬ 
ales.  Los  resultados  físicos  no  dependen  de  su  valor,  como  demostraremos  más  adelante. 


ii)Los  valores  accesibles  de  la  posición  q  y  del  momento  p  son  representados  mediante 
variables  aleatorias  sujetas  a  leyes  probabilísimas.  La  estructura  de  la  ley  de  distribución 
del  momento  y  de  la  posición  es  el  elemento  más  importante  de  la  descripción  estadística, 
ya  que  los  observables  físicos  se  calculan  a  partir  de  los  valores  medios  y  desviaciones 
medias  correspondientes  a  dicha  ley,  es  decir,  de  acuerdo  a  la  función  de  distribución. 


iii)Los  valores  de  los  parámetros  que  caracterizan  una  dada  ley  de  distribución  definen 
también  el  estado  de  equilibrio  del  sistema.  Estos  parámetros  se  determinan  en  forma  sen¬ 
cilla  fijando  los  valores  medios,  desviaciones  medias  cuadráticas  y  los  momentos  de  orden 
superior  de  la  distribución,  en  correspondencia  con  las  cantidades  físicas  que  caracterizan 
al  sistema. 

Veamos  de  qué  forma  este  esquema  puede  aplicarse  para  describir  el  estado  de  equi¬ 
librio  de  un  sistema  de  partículas.  Supongamos  que  las  partículas  están  confinadas  en  el 
interior  de  un  recipiente,  a  temperatura  y  presión  constantes,  y  que  no  pueden  atravesar 
las  paredes  del  recipiente.  Por  el  momento  podemos  despreciar  efectos  de  tamaño  finito 
y  pensar  en  las  partículas  como  puntuales.  Estas  son  las  condiciones  que  normalmente 
describen  al  sistema  conocido  como  gas  ideal.  Excepto  por  la  presencia  de  las  paredes 
del  recipiente,  no  actúan  sobre  las  partículas  fuerzas  externas.  En  lugar  de  describir  la 
forma  en  que  una  partícula  dada  se  mueve  dentro  del  recipiente,  siguiendo  la  evolución  de 
su  posición  y  momento,  consideraremos  que  a  priori  ella  puede  encontrarse  en  cualquier 
estado  accesible.  Si  elegimos  un  intervalo,  o  celda  elemental ,  alrededor  de  un  dado  par  de 
valores  (■ q,p )  y  registramos  el  número  de  veces  que  una  partícula  del  sistema  adquiere  esta 
configuración  obtendremos  una  medida  de  la  frecuencia  asociada  a  la  configuración.  Si  el 
número  de  partículas  es  suficientemente  grande  y  si  el  número  de  celdas  elementales  es 
también  suficientemente  grande,  podemos  reemplazar  las  frecuencias  por  probabilidades. 
De  manera  que  la  descripción  estadística  asigna  a  la  posición  y  al  momento  el  significado 
de  variables  aleatorias  distribuidas  según  una  cierta  ley  de  distribución,  f{q,p),  de  manera 
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que  la  probabilidad  asignada  a  la  configuración,  esto  es:  la  probabilidad  de  encontrar  a  la 
partícula  en  un  estado  cuya  posición  está  en  el  intervalo  (q,  q  +  dq)  y  cuyo  momento  está 
en  el  intervalo  (p,  p  +  dp),  es: 

P(q,p)  =  f(PM)d3qd3p/hl  (5.5.2) 


Si  consideramos  a  la  función  f(p,  q)dÁl(p,  q)  como  la  función  de  distribución  en  el  espacio 
de  fases  clásico,  los  valores  característicos  de  una  dada  función  0(p,  q)  de  las  coordenadas 
y  momentos,  se  pueden  calcular  de  la  manera  siguiente 

/  dn(p,q)Q(p,q)f{p,  g ) 

/ dü(p,q)f(p ,  q ) 

f  dQ{p,  q)f(p ,  q)(Q{p,  q)~  <  O  >f 
fd£l(p,q)f(p,q) 


<  O  >  = 


°o  = 


que  definen  el  valor  medio  y  la  dispersión  cuadrática  media  de  0(p ,  q ),  respectivamente. 


5.6  Distribuciones  clásicas 

En  esta  sección  nos  dedicaremos  a  presentar  los  fundamentos  de  la  descripción  estadística 
de  sistemas  compuestos  por  un  número  muy  grande  de  partículas,  a  las  que  en  primera 
aproximación  podemos  considerar  libres  o  muy  débilmente  interactuantes.  Tal  es  el  caso 
del  llamado  gas  ideal.  En  este  sistema,  la  relación  entre  las  llamadas  variables  ter¬ 
modinámicas  y  las  variables  puramente  mecánicas  (momento  de  las  partículas)  se  puede 
calcular  considerando,  como  lo  hizo  Maxwell,  valores  medios  del  momento.  Para  calcular 
estos  valores  medios  debemos  aplicar  conceptos  como  los  descriptos  en  la  sección  anterior. 
Comenzaremos  con  el  caso  más  simple,  donde  la  variable  de  interés  es  la  energía  cinética 
media. 

5.6.1  Distribución  de  Maxwell 

La  aplicación  de  conceptos  probabilísticos  a  la  descripción  del  comportamiento  de  un  sis¬ 
tema  de  partículas  tiene,  como  primer  ejemplo,  la  llamada  ley  de  distribución  de  Maxwell, 
que  establece  el  valor  de  la  distribución  de  velocidades  para  un  sistema  de  partículas  no 
interactuantes,  de  masa  rn,  a  la  temperatura  absoluta  T.  Si  v  es  la  velocidad  de  una 
partícula,  la  probabilidad  asignada  a  ese  valor  es 

f(v)dv  =  Ae~mv2l2kBTV2dv  (5.6.1) 

donde  m  es  la  masa  de  la  partícula,  T  es  la  temperatura  absoluta,  ks  es  la  constante  de 
Boltzmann,  cuyo  valor  es  &b=1. 38066  10-23  joules/K  y  A  es  la  constante  de  normalización 
de  la  distribución. 

El  valor  de  A  se  determina  de  acuerdo  a  la  condición 

J  f(y)dv  =  1  (5.6.2) 


mv2 
2  ksT 


Efectuando  el  cambio  de  variables 


u  = 


(5.6.3) 
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en  la  integral  obtenemos 


A  (  2 kBT 


2  V  m 


A  /  e~mv2/2kBTv2dv  = 


2  \  rn  y 

En  el  resultado  anterior  hemos  introducido  la  integral 


Af2kBT\3/2 


r(3/2) 


roo 

T(s)  =  /  dxxs^1e~ 

Jo 


(5.6.4) 


(5.6.5) 


que  define  la  función  gamma  de  argumento  semientero  T(s).  Estas  funciones  cumplen  con 
la  propiedad:  T(s  +  1)  =  sr(s)  y  a  partir  del  resultado  T(l/2)  =  s/ñ  podemos  generar  la 
serie  de  valores  T(3/2)  =  \pñ ¡2^  T(5/2)  =  3^tt/4,  etc.  Si  el  argumento  de  esta  función  es 
entero,  entonces  T(n+  1)  =  ni.  Finalmente 


2  kBT\3/2J^ 


(5.6.6) 


de  donde 

4  /  m  \ 3^2 
y/ñ\2kBT  ) 

Algunos  valores  característicos,  obtenidos  con  esta  distribución,  son  el  valor  medio 


(5.6.7) 


v  =  j  f{v)vdv  =  -^=  ^ 


2  (2kBT 


y  el  valor  medio  cuadrático 


Vrms  =V2  =  I  f(v)v2dv  = 


3kBT 


(5.6.8) 


(5.6.9) 


La  energía  cinética  media  se  determina  a  partir  del  valor  de  la  velocidad  media  cuadrática, 


«tos.  ya  <lue 


E  =  —m  /  f(v)v2dv 


=  -mv„ 


=  ~2kBT 


(5.6.10) 


El  valor  más  probable  de  la  velocidad,  v*,  se  obtiene  determinando  el  valor  de  la  velocidad 
para  el  que  la  derivada  de  la  distribución  se  anula, 


df  1 

-r-  =0 


La  anulación  de  la  derivada  implica 


»(2-=A  =0 

kBI  _ 


y  en  consecuencia,  ya  que  v*  ^  0,  resulta 


2  kBT 


(5.6.11) 


(5.6.12) 


(5.6.13) 


62 


CAPÍTULO  5.  FENÓMENOS  CUÁNTICOS 


5.6.2  Distribución  de  Maxwell-Bolztmann 

Los  resultados  anteriores  son  especialmente  significativos,  en  relación  a  la  termodinámica 
clásica,  ya  que  establecen  la  conexión  entre  parámetros  macroscópicos,  como  la  temper¬ 
atura  absoluta  del  sistema,  y  propiedades  de  las  partículas,  como  la  velocidad  de  las 
mismas.  Veamos  como  se  puede  extender  este  estudio  al  caso  de  un  sistema  cuya  densidad 
esta  fija.  Suponemos  el  movimiento  de  las  partículas  en  un  volumen  dado.  En  general,  la 
probabilidad  clásica  asignada  a  una  trayectoria  cuya  energía  es  E(p,  q),  con  valores  de  p  y 
q  en  la  celda  elemental  localizada  en  (q,  q  +  dq;p,p  +  dp )  corresponde  a  la  definición 

f(p>  q)dll(p,  q)  =  e~PE(p'q'>d3qd3p/hl  (5.6.14) 

En  el  caso  de  un  gas  ideal  clásico,  la  energía  de  la  configuración  (p.  q)  es  de  la  forma 

E(p,q)  =  e(jp,q)  -  p  (5.6.15) 

2 

donde  e(p,  q)  =  ^  y  p  es  un  parámetro  cuyo  valor  determinaremos  al  fijar  la  densidad  de 
partículas  en  el  gas;  ¡3  =  es  la  inversa  del  producto  de  la  temperatura  absoluta  del 
sistema  (T)  y  de  la  constante  de  Bolztmann  ( ks )• 

Con  estas  definiciones,  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann  se  escribe 

/(p,  q)dO(p,  q)  =  ^-j-4'Kp2dpe~l32^  el3lJ'  (5.6.16) 

h0 

La  distribución  de  Maxwell-Boltzmann  está  normalizada  de  acuerdo  a  la  relación  siguiente, 
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De  esta  manera,  podemos  reemplazar  el  factor  e^4  por  su  valor  en  la  función  de  dis¬ 
tribución,  para  cada  valor  de  la  densidad  N/V  y  de  la  temperatura  T.  El  resultado,  luego 
de  integrar  f(p,  q )  en  las  coordenadas  y  reemplazar  e ^  por  su  valor,  es  la  función 

f(x)dx  =  N  -^=x1/2e~xdx  (5.6.22) 

VvF 

donde  x  =  f3p2 /2m.  La  dependencia  funcional  de  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann 
se  muestra  en  la  Figura  5.3 

El  valor  de  la  energía  media  por  partícula,  e  =  E/N,  se  obtiene  integrando  el  valor  de 
la  energía  de  una  partícula,  e(p,  q),  con  la  distribución  f(p.q).  De  esta  manera  obtenemos 


Usando  T(5/2) 


e 


J7(P>  Q)^dü(p,  q) 


f  dü(p,  q)f(p,q ) 


e^—  4?r 

K 


m\3/V 2 


V/3  7 


N  ¡3 


y  reemplazando  e^L  por  su  valor, 

e/j,  =  MMV/2 

V  \2tt m) 


(5.6.23) 


(5.6.24) 


se  obtiene 

é  =  7¿kBT  (5.6.25) 

La  energía  media  de  las  N  partículas  se  obtiene  multiplicando  (5.6.2)  por  N  y  está  dada 
por 


E  =  | NkBT 

=  2nmo  l^RT  (5.6.26) 

donde  R  =  N\voga¿rokB  es  la  constante  universal  de  los  gases.  A  partir  de  ésta  expresión 
clásica,  la  energía  por  grado  de  libertad  cuadrático  y  por  partícula  es  igual  a  \kBT  y  el 
calor  específico  a  volumen  constante  es  igual 


Cv 


dE 

dT 

3 


^molar  R 


(5.6.27) 


Estos  resultados  constituyen  la  base  de  la  termodinámica  estadística.  De  acuerdo  con 
los  resultados  anteriores,  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann  constituye  una  buena 
distribución  para  la  descripción  de  la  termodinámica  estadística  en  gases  ideales.  Sin 
embargo,  su  aplicación  al  estudio  de  la  termodinámica  de  la  radiación  no  conduce  a  re¬ 
sultados  compatibles  con  los  experimentos.  Los  resultados  experimentales  muestran  que 
el  comportamiento  exponencial  de  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann  no  reproduce  el 
comportamiento  observado  de  la  distribución  de  intensidad  de  la  radiación,  que  para  un 
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f(x)dx 


Figura  5.3:  Distribución  clásica  de  momentos,  en  función  de  la  variable  x  =  p2/(2mkT ), 
para  la  densidad  unidad. 


dado  valor  de  la  temperatura  absoluta  y  como  función  de  la  frecuencia  aumenta  de  man¬ 
era  polinómica  a  bajas  frecuencias  y  decrece  exponencialmente  para  altas  frecuencias.  La 
imposibilidad  de  reproducir  este  comportamiento,  sobre  un  rango  amplio  de  frecuencias 
indica  que  la  forma  de  la  distribución  debe  necesariamente  apartarse  de  la  simple  forma  ex¬ 
ponencial.  El  tratamiento  riguroso  del  problema,  en  mecánica  estadística  cuántica,  puede 
formularse  a  partir  de  la  utilización  de  la  distribución 

nE)  =  7mrr[  <5-6-28) 

donde  E  es  la  energía  del  cuanto  de  radiación  (fotón).  Esta  distribución,  en  el  límite 
¡3E  3>  1  toma  la  forma 

f(E)  »  e~pE  (5.6.29) 

que  es  el  valor  correspondiente  a  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann  con  p  =  0,  mientras 
que  para  ¡3E  <C  1  resulta 

f{E)  «  ±  (5.6.30) 

De  manera  que  la  presencia  del  factor  —1  en  el  denominador  de  la  función  de  distribución 
permite,  en  principio,  esperar  un  comportamiento  sensiblemente  dependiente  del  valor  de 
la  energía  de  la  radiación.  En  capítulos  próximos,  cuando  estudiemos  los  principios  de 
la  formulación  cuántica,  demostraremos  rigurosamente  los  resultados  anteriores.  En  este 
punto,  siguiendo  con  esta  presentación  de  las  dificultades  relacionadas  con  la  explicación 
clásica  del  problema  de  la  radiación  de  una  cavidad,  el  llamado  problema  del  cuerpo  negro , 
discutiremos  la  propuesta  de  Planck  y  sus  consecuencias. 
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f(x)dx 


x  =  hv/kT 


Figura  5.4:  Distribución  de  frecuencias  en  una  cavidad,  como  función  de  la  variable  adi¬ 
mensional  hv/kT. 

5.7  Distribución  de  Planck 

Sabemos  que  los  cuerpos  calientes  emiten  luz.  Si  medimos  la  radiación  proveniente  de 
un  horno,  a  través  de  un  orificio  pequeño  practicado  en  una  de  sus  paredes,  obtendremos 
una  distribución  continua  de  longitudes  de  onda.  Esta  distribución  presenta  un  máximo 
para  un  dado  valor  de  la  longitud  de  onda.  Al  aumentar  la  temperatura  el  máximo  se 
desplaza  hacia  valores  más  pequeños  de  la  longitud  de  onda,  manteniéndose  constante 
el  valor  del  producto  TAmaximo.  En  el  caso  del  horno,  el  calentamiento  de  las  paredes 
producirá  la  emisión  de  radiación,  esta  radiación  será  re-absorbida  y  eventualmente  las 
paredes  del  horno  y  la  radiación  contenida  en  la  cavidad  alcanzarán  el  estado  de  equilibrio 
a  la  temperatura  absoluta  T.  En  ese  estado  la  distribución  de  energía  en  la  cavidad  será 
una  cierta  función  de  la  frecuencia,  o  lo  que  es  equivalente  de  la  longitud  de  onda,  de  la 
radiación  (Figura  5.4). 

Los  resultados  experimentales  son  compatibles  con: 

a) la  relación  E  ~  T4  para  la  energía  de  la  radiación  contenida  en  la  cavidad  (ley  de 
Stefan-Boltzmann) 

b) la  distribución  de  longitudes  de  onda  (o  de  frecuencias)  en  la  cavidad  posee  un 
máximo  para  un  cierto  valor  Xm  a  la  temperatura  T.  Si  la  temperatura  varía,  el  nuevo 
máximo  corresponderá  a  un  valor  X'm,  a  la  temperatura  T' ,  tal  que  XmT  =  X'mTf  con¬ 
stante  (ley  del  corrimiento  espectral  o  ley  de  Wien). 

El  tratamiento  que  Planck  dió  al  problema  se  basó  en  la  consideración  de  un  sistema 
de  osciladores  armónicos,  que  representan  a  las  partículas  que  componen  las  paredes  de  la 
cavidad,  en  equilibrio  con  el  campo  de  radiación.  El  campo  de  radiación  es  la  superposición 
de  radiación  de  todas  las  frecuencias  posibles.  Supuso,  además,  que: 

i)  ¿os  osciladores  armónicos  unidimensionales  y  el  campo  de  radiación  están  en  equilib- 
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rio 

ii ) cada  oscilador  absorbe  de  manera  continuada  la  energía  proveniente  del  campo  de 
radiación 

iii)  cada  oscilador  puede  emitir  energía  sólo  cuando  su  energía  es  un  múltiplo  entero  de 
la  cantidad  hv 

El  postulado  (iii)  rompe  drásticamente  con  la  noción  clásica,  en  lo  relacionado  a  la 
emisión  de  energía  en  el  continuo  de  valores  y  discretiza,  cuantifica,  el  valor  de  la  energía 
que  un  oscilador  puede  emitir. 

Si  suponemos  que  la  distribución  de  probabilidad  asociada  a  la  emisión  de  energía 
E  =  hv  sigue  una  ley  clásica,  como  la  distribución  de  Maxwell-Boltzmann  con  p  =  0, 
encontraremos  las  siguientes  dificultades: 

la  energía  radiada  por  un  número  muy  grande  (infinito)  de  osciladores  sería  infinita 
y  esto  contradice  el  resultado  experimental,  ya  que  la  densidad  de  energía  es  finita  en  el 
interior  de  la  cavidad 

y 

la  dependencia  térmica  de  la  energía  sería  errónea,  ya  que  no  podríamos  explicar  la 
dependencia  establecida  por  la  ley  de  Stefan-Boltzmann. 

Repitiendo  el  argumento  de  Planck,  literalmente,  supondremos  que  la  intensidad  de  la 
radiación,  a  la  longitud  de  onda  A,  se  corresponde  a  la  ley  de  distribución 


(gC2)lr  _  i)  d\ 


(5.7.1) 


donde  ci  y  C2  son  constantes  a  determinar,  A  es  la  longitud  de  onda  de  la  radiación  y  T 
es  la  temperatura  absoluta  de  la  cavidad,  en  equilibrio  con  la  radiación. 


5.7.1  Ondas  electromagnéticas  en  una  cavidad 

Una  forma  sencilla  de  entender  la  estructura  de  la  expresión  (5.7.1)  consiste  en  contar 
explícitamente  el  número  de  configuraciones  asociadas  a  ondas  electromagnéticas  en  una 
cavidad. 

Clásicamente,  la  expresión  para  el  campo  eléctrico  dependiente  del  tiempo,  en  ausencia 
de  superficies  limitadoras,  se  escribe 

E(r,t)  =  E0eei{kr-ut)  (5.7.2) 

Esta  expresión  representa  una  onda  plana,  de  amplitud  Eq  y  vector  de  polarización  e.  En 
ausencia  de  cargas  la  divergencia  del  campo  eléctrico  se  anula  y  por  lo  tanto  existen  dos 
estados  de  polarización  para  cada  valor  de  k. 

Si  se  considera  que  la  onda  está  confinada  en  un  cierto  volumen  la  dependencia  espa¬ 
cial  cambia,  respecto  a  la  expresión  anterior.  Para  ilustrar  tal  cambio,  consideremos  el 
problema  en  una  dimensión,  tal  que  la  solución  a  la  ecuación  de  onda 

(  di2  d2 


dx 2  c2dt 2 


<p(x,  t)  =  0 


(5.7.3) 
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cumpla  con  condiciones  de  contorno  periódicas,  del  tipo  <p(x  =  0 ,t)  =  (p(x  =  L,t)  =  0. 
Escribiendo  para  la  solución 

y>(x,t)  =  Asin(kx)e~lwt  (5.7.4) 

resulta  la  condición  que  fija  los  valores  de  k: 

k  =  2im/L  (5.7.5) 

donde  n  =  0,  ±1,  ±2,  etc.  De  modo  que  n  =  (L/2n)k. 

Extendiendo  el  argumento  a  tres  dimensiones  espaciales  y  a  partir  de  esta  relación, 
el  número  de  estados  posibles  dN(k)  es  igual  al  elemento  de  volumen  (L/2ir)3/hrk2dk 
multiplicado  por  el  número  de  estados  de  polarización. 

Si  ahora  reemplazamos  k  por  su  valor  en  función  de  la  frecuencia  cu  ( k  =  oj/c),  el 
número  de  estados  se  escribe 

dN(u )  =  2  ^7^“^  Ink2dk 

=  Y"  „u2duj  (5.7.6) 

TT-CÓ 


Si  multiplicamos  esta  expresión  por  la  función  de  distribución 

=  (e^-1) 


(5.7.7) 


y  por  el  valor  de  la  energía  hu,  resulta  la  expresión  de  Planck  para  la  distribución  de 
intensidad 


I(u,  T)du 


V  ñu3 

7t2c3  (eú^  —  1) 


(5.7.8) 


en  función  de  w,  o 


/(A,  T)d\ 


8irVch  dX 
A5  (ePhc/\  _ 


(5.7.9) 


en  función  de  la  longitud  de  onda  A. 


En  las  expresiones  anteriores  hemos  usado  co  =  2-kv ,  de  modo  que  hu  =  ñu  =  he/ A 
y  a  partir  del  reemplazo  de  la  frecuencia  por  la  longitud  de  onda  en  (5.7.8)  recuperamos 
la  forma  propuesta  por  Planck,  (5.7.9).  Comparando  este  último  resultado  con  (5.7.1), 
podemos  fijar  los  valores  de  las  constantes 


c\  =  8irVch 

<*  =  w  <5-710) 

La  estructura  del  denominador  es  consecuencia  directa  del  postulado  de  discretización  o 
cuantificación  de  la  energía,  como  veremos  más  adelante.  En  consecuencia,  para  el  valor 
de  la  energía  media  tenemos,  al  integrar  sobre  las  frecuencias 


E 


j  I{oj,T)düJ 
15(hc)3 


(5.7.11) 


Este  resultado  expresa  la  energía  por  unidad  de  volumen  en  la  cavidad  e  =  y  como  una 
cantidad  proporcional  a  T4,  resultado  que  está  de  acuerdo  con  la  ley  de  Stefan-Boltzmann. 
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5.7.2  Sumas  estadísticas 


La  forma  propuesta  por  Planck  para  la  distribución  de  intensidad,  J(A,T),  es  una  conse¬ 
cuencia  directa  del  postulado  (iii),  referido  a  la  discretización  o  cuantificación  de  la  emisión 
y  absorción  de  energía. 

Podemos  re-obtener  la  expresión  de  Planck  para  la  distribución  de  intensidades  a  partir 
del  uso  de  la  distribución  de  Maxwell  y  a  partir  del  concepto  de  discretización  en  el  valor 
de  la  energía,  como  veremos  a  continuación. 

Si  los  estados  de  energía  permitidos  varían  según  la  expresión 

E(is1n)  =  nhv  n  =  0,1,2,....  (5.7.12) 


la  energía  media  se  calcula,  siguiendo  las  reglas  de  la  teoría  de  distribuciones,  sumando 
los  factores  exponenciales  para  cada  energía  permitida 


K 


En=o  nhve-nh"P 

p-nhuB 
2^n= 0  e 


(5.7.13) 


como 


y 


^2 7ihve~nh u/3 

n=0 


d 


OO 


£ 

n=0 


g— nhv/3 


oo 

e -nhvfi 

n=0 


1 

^  _  g —hvfü 


(5.7.14) 


(5.7.15) 


podemos  reemplazar  el  resultado  de  la  suma  (5.7.15)  en  la  derivada  respecto  a  ¡3  (5.7.14) 
y  escribir  el  valor  de  esta  operación  en  la  expresión  de  la  energía  media,  obteniendo 


K 


hu 

g hvp  ^ 


(5.7.16) 


El  paso  siguiente  consiste  en  multiplicar  el  valor  de  la  energía  promedio  para  cada  oscilador 
de  frecuencia  v,Év,  dado  por  (5.7.16),  por  el  valor  del  número  de  osciladores  dN(v)  en  el 
intervalo  de  frecuencias  +  du  e  integrar  sobre  todas  las  frecuencias 

dN(u)hv 

ghvp  _  ^ 

y  esta  es  precisamente  la  integración  que  permitió  establecer  la  correcta  relación  (5.7.11) 
entre  la  energía  media  y  la  temperatura  absoluta  de  la  cavidad. 

Hoy  sabemos  que  el  resultado  de  Planck  es  perfectamente  compatible  con  los  postulados 
de  la  Mecánica  Estadística  Cuántica  y  que  la  ley  de  distribución  de  Planck  es  un  caso 
especial  de  las  leyes  de  distribución  cuánticas,  ya  que  toma  la  forma  de  la  distribución 
de  Bose-Einstein  para  bosones  cuya  masa  en  reposo  nula  (tal  el  caso  de  los  fotones). 
Más  adelante  retornaremos  a  la  discusión  de  este  problema,  al  estudiar  las  estadísticas 
cuánticas. 


(5.7.17) 


El  otro  resultado  importante  está  referido  a  la  ley  del  corrimiento  espectral.  En  efecto, 
si  tomamos  la  distribución  de  intensidad  como  función  de  la  longitud  de  onda,  de  acuerdo 
a  la  ley  de  distribución  de  Planck 

dX 


/(A,  T)d\ 


\5(ephc/\  _  i) 


(5.7.18) 
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x  =  hv/kT 


Figura  5.5:  Corrimiento  espectral.  Las  curvas  muestran  el  comportamiento  de  la  distribu¬ 
ción  de  frecuencias  para  diferentes  temperaturas  absolutas. 

y  derivamos  con  respecto  a  la  longitud  de  onda,  la  condición  de  extremo  establece 

5(ex  -l)-exx  =  0  (5.7.19) 

donde  x  =  hc/(XkT )  y  cuya  solución  x  ~  4.96  fija  el  valor  A T  ~  2.898  10”3  °/im,  para  la 
localización  del  máximo.  Por  lo  tanto, 

A  T  =  constante  (5.7.20) 

como  lo  establece  la  ley  de  Wien  para  el  corrimiento  espectral.  La  Figura  5.5  muestra  los 
máximos  correspondientes  a  diferentes  temperaturas. 


5.8  Resumen  del  capítulo 

•  Efecto  Fotoeléctrico. 

•  Efecto  Compton. 

•  Distribuciones  clásicas. 

•  Radiación  del  cuerpo  negro. 

5.9  Problemas 

1.  La  energía  necesaria  para  extraer  un  electrón  del  sodio  es  2.3  eV . 

a)  determinar  si  el  sodio  presentará  efecto  fotoeléctrico  para  la  luz  amarilla  de 
5890  A. 

b)  ¿cuál  es  la  longitud  de  onda  de  corte  para  la  emisión  fotoeléctrica  en  el  sodio? 
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2.  El  potencial  de  frenado  para  fotoelectrones  emitidos  por  una  superficie  iluminada 
por  luz  de  longitud  de  onda  A  =  4910  A  es  de  0.71  eV,  cuando  se  cambia  la  longitud 
de  onda  incidente  se  encuentra  que  el  potencial  de  frenado  es  1.43  eV.¿  Cuál  es  la 
nueva  longitud  de  onda? 

3.  Calcule  y  grafique  la  dependencia  angular  del  corrimiento  Compton  causado  por  un 
protón. 

4.  A  partir  de  la  distribución  de  probabilidades  de  Maxwell-Boltzman  calcule  el  valor 
medio,  la  desviación  cuadrática  media  y  el  valor  más  probable  para  la  de  la  energía. 
Grafique. 

5.  Calcule  los  valores  de  /(A,T),  (5.7.9),  para  radiación  infrarroja  y  ultravioleta. 

6.  En  una  explosión  termonuclear  la  temperatura  es  del  orden  de  107  °K.  Encuentre 
la  longitud  de  onda  para  la  cual  la  radiación  emitida  es  máxima. 

7.  A  una  temperatura  dada  la  longitud  de  onda  máxima  de  un  cuerpo  negro  es  \max  = 
6500  A.  ¿Cuál  será  Xmax  si  la  temperatura  de  las  paredes  de  la  cavidad  aumenta  de 
modo  que  la  razón  de  emisión  espectral  se  duplica? 

8.  Demuestre  que  la  ley  de  Rayleigh-Jeans 


f{v)dv  = 


8vr  v2  kT  , 
- tí - av. 


no  es  consistente  con  la  Ley  de  desplazamiento  de  Wien.  Idem  para 


(5.9.1) 


/( u)du  =  e~hu/kTdv. 


(5.9.2) 


Capítulo  6 

MODELO  ATÓMICO  DE  BOHR 


6.1  Introducción 


Durante  la  última  parte  del  siglo  XIX  se  acumularon  suficientes  evidencias  experimen¬ 
tales  que  sugerían  la  existencia  de  constituyentes  elementales  (átomos)  de  la  materia.  El 
descubrimiento  del  electrón  constituyó  una  evidencia  directa  en  favor  de  una  teoría  mi¬ 
croscópica.  También  se  determinó  que  los  electrones  están  presentes  como  constituyentes 
de  los  átomos  y  que  la  radiación  espectral  es  el  resultado  del  movimiento  de  los  electrones. 
Al  mismo  tiempo,  como  los  electrones  poseen  carga  negativa,  la  neutralidad  eléctrica  de  la 
materia  indicó  la  existencia  de  cargas  positivas  en  los  átomos.  La  medición  de  la  relación 
carga/masa  para  los  electrones  reveló  que  la  mayor  parte  de  la  masa  de  un  átomo  debería 
estar  relacionada  con  las  cargas  positivas.  De  acuerdo  con  esta  descripción  y  considerando 
el  movimiento  simple  de  electrones  y  núcleos  masivos  de  carga  positiva  y  atendiendo  al 
electromagnetismo  clásico,  los  electrones  deberían  estar  acelerados  por  la  presencia  de 
los  núcleos,  la  materia  debería  colapsar  y  los  átomos  deberían  radiar  energía  de  manera 
proporcional  al  cuadrado  de  la  aceleración.  Como  esto  no  ocurre,  se  concluyó  que  los 
átomos  deberían  estar  en  algún  tipo  de  estado  estacionario  desde  donde  no  podrían  emitir 
radiación. 

El  modelo  atómico  de  Thomson  consiste  en  una  distribución  uniforme  de  carga  positiva 
permeable  a  las  cargas  negativas,  con  electrones  que  pueden  estar  fijos  o  moviéndose 
armónicamente  alrededor  de  ciertas  posiciones  de  equilibrio.  El  movimiento  armónico  de 
los  electrones  alrededor  de  estas  posiciones  de  equilibrio  es,  en  el  modelo  de  Thomson, 
responsable  de  la  emisión  de  radiación. 

En  1910  E.  Rutherford  realizó  experimentos  de  dispersión  de  partículas  a,  provenientes 
del  decaimiento  de  átomos  radiactivos,  a  través  de  láminas  metálicas  delgadas.  Rutherford 
comprobó,  en  contra  de  lo  esperado  suponiendo  la  validez  del  modelo  de  Thomson,  según 
el  cual  para  una  distribución  uniforme  de  cargas  positivas  y  negativas  la  mayor  parte  de 
las  partículas  a,  cuya  carga  eléctrica  es  positiva,  deberían  detectarse  en  las  direcciones  de 
bombardeo,  que  un  número  muy  grande  de  las  partículas  eran  dispersadas  en  trayectorias 
muy  apartadas  de  las  trayectorias  originales.  La  existencia  de  estas  dispersiones  a  ángulos 
elevados  probó  que  la  distribución  de  cargas  positivas  en  la  materia  debería  estar  concen¬ 
trada  espacialmente  y  no  distribuida  en  forma  uniforme  como  lo  postulaba  el  modelo  de 
Thomson. 
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Al  mismo  tiempo,  considerando  el  valor  de  los  ángulos  de  dispersión,  se  concluyó  que 
el  tamaño  del  centro  dispersor  debería  ser  del  orden  de  4  x  10“ 10  metros  o  menor. 

Los  resultados  experimentales  eran  consistentes  con  la  expresión  (formula  de  Ruther- 
ford) 


dN  =  NontZfZje4 

(ID  647r2eQmfuQ  sin4  9/2 

donde  ^  es  el  número  de  partículas  a  dispersadas  por  unidad  de  ángulo  sólido  en  la 
dirección  6  respecto  a  la  dirección  de  incidencia;  Nq  es  el  número  de  partículas  incidentes; 
n  es  el  número  de  centros  dispersores  por  unidad  de  volumen  del  blanco  (lámina  de  metal),  t 
es  el  espesor  del  blanco,  Z\  =  2  es  el  número  atómico  de  las  partículas  incidentes  (partículas 
a),  Z-2  es  el  número  atómico  del  material  que  forma  el  blanco,  vq  es  la  velocidad  de  las 
partículas  incidentes  y  m±  es  la  masa  de  las  partículas  incidentes. 

La  dependencia  de  esta  distribución  con  respecto  al  espesor  del  material,  la  energía 
cinética  de  las  partículas  incidentes  y  el  ángulo  de  dispersión,  fue  verificada  experimental¬ 
mente  en  una  serie  de  cuidadosos  experimentos  llevados  a  cabo  por  Geiger  y  Marsden. 

Estos  resultados  experimentales  fueron  el  detonante  de  un  serio  conflicto  en  física,  entre 
teoría  y  experimentos.  Por  un  lado,  la  emisión  de  radiación,  por  parte  de  los  átomos,  exigía 
una  cierta  dinámica;  por  otra  parte,  la  estabilidad  atómica  y  la  ausencia  de  colapso  por 
atracción  electrostática  exigía  una  cierta  estacionaridad. 

El  conflicto  fue  resuelto  por  Niels  Bohr,  quien  en  1913  presentó  su  teoría  del  átomo  de 
hidrógeno. 


6.2  Postulados  de  Bohr 

•  El  átomo  de  hidrógeno  esta  compuesto  por  una  núcleo  de  carga  positiva  (protón) 
y  por  una  partícula  más  liviana,  de  carga  negativa  (electrón),  en  un  estado  de 
movimiento  relativo  producido  por  su  interacción  coulombiana. 

•  El  átomo  puede  permanecer  por  periodos  extensos  de  tiempo  en  un  dado  estado, 
sin  emitir  ondas  electromagnéticas,  si  dicho  estado  es  uno  para  el  que  el  momento 
angular,  L,  del  átomo  es  un  múltiplo  entero  de  la  cantidad  h  =  -yz'.  de  modo  que 
L  =  nh  (n  =  1,2,3,....)  . 

•  La  radiación  es  emitida  si  el  átomo  ”  salta”  de  un  estado  ”  permitido”  de  energía  E% 
a  otro  estado  ”  permitido”  de  energía  Ef. 

•  Cuando  el  átomo  emite  radiación,  la  frecuencia  correspondiente  está  determinada 
por  la  condición 

hu  =  Ei  —  Ef  (6.2.1) 

Estos  postulados  permiten  interpretar  los  resultados  de  los  experimentos  de  Rutherford 
y  al  mismo  tiempo  destacan  la  inaplicabilidad  del  electromagnetismo  clásico  en  procesos 
atómicos.  La  teoría  clásica,  en  consecuencia,  es  reemplazada  por  reglas  que  introducen  la 
constante  de  Planck:  a)  afirmando  que  el  momento  angular  del  átomo  debe  ser  un  múltiplo 
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Figura  6.1:  Esquema  simple  del  átomo  de  hidrogeno:  el  protón,  cuya  masa  es  M,  y  el 
electrón,  de  masa  m,  se  mueven  en  torno  al  centro  de  masa  CM  del  sistema. 

entero  de  h  y  b)  afirmando  que  la  frecuencia  de  la  radiación  emitida  debe  corresponder, 
en  unidades  de  1  /h,  a  la  diferencia  de  energía  entre  los  estados  involucrados  en  la  emisión. 

Para  determinar  la  energía  de  los  estados  permitidos  del  átomo  de  hidrógeno  uti¬ 
lizaremos  un  procedimiento  ad-hoc.  La  demostración  rigurosa  será  presentada  cuando 
estudiemos  el  problema  del  movimiento  de  una  partícula  cargada  en  un  campo  coulom- 
biano,  siguiendo  las  reglas  de  la  mecánica  cuántica  (ver  Capítulo  10). 

La  situación  que  deseamos  describir  se  ilustra  en  la  Figura  6.1.  El  protón,  de  masa  A 1 
y  carga  e,  ejecuta  un  movimiento  circular  alrededor  del  centro  de  masa  {CAI)  del  sistema. 
R  es  el  radio  de  la  órbita  del  protón  y  u  es  su  velocidad  angular;  el  electrón,  cuya  masa 
es  m,  posee  carga  — e)  y  se  mueve  circularmente  alrededor  del  CM  en  una  órbita  de  radio 
r,  con  la  misma  velocidad  angular  ui. 

La  aplicación  de  los  postulados  de  Bohr  a  este  sistema  determina: 

•  Momento  angular  del  sistema 

Considerando  al  CM  en  reposo,  resulta 

7TI 

mr  =  MR  — >• R  = —r  (6.2.2) 

M  y  ’ 

El  módulo  del  momento  angular  total  del  sistema,  L,  es  igual  a  la  suma  de  los 
momentos  angulares  del  protón  y  del  electrón  y  posee  el  valor 

L  =  mr2uj  +  M  R2uj 

=  mr2uj(  l  +  -p)  (6-2.3) 


•  Movimiento  relativo 
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La  fuerza  de  Coulomb  entre  cargas  es  la  fuerza  que  produce  la  aceleración  centrípeta 
y  por  lo  tanto 


mu  r  = 


47reo  (r  +  R)¿ 


4*w2(i  +  £)2 

(ya  que  hemos  supuesto  que  la  distancia  entre  cargas  es  constante) 


(6.2.4) 


Energía  total  del  sistema 

La  energía  total  del  sistema  es  igual  a  la  suma  de  las  energías  cinéticas  del  protón  y 
del  electrón  y  la  energía  coulombiana  entre  cargas 


E  =  -mr2u2  +  -MR2u2 - % - v 

2  2  47re0r(l  +  $) 

1  2  2  ó,  m\  e2 

=  -mr  u  1  +  —  -  - - 7T 


MJ  4ne0r  (l  + 


(6.2.5) 


A  partir  de  la  expresión  (6.2.3)  podemos  escribir  el  valor  del  término  coulombiano 
de  la  energía,  (6.2.5),  en  función  de  la  frecuencia  angular  y  del  radio  de  la  órbita  del 
electrón 


=  mu2r¿  ( 1  + 


47re0r(l  +  f)  V  MJ 

de  donde,  reemplazando  en  la  expresión  para  E ,  (6.2.5),  se  obtiene 

1  o  o  U  m\ 


E  =  — mu  r  1  + 


(6.2.6) 


(6.2.7) 


Resumiendo  estos  resultados 


o  /  m  \  , 

mr  u  (^1  +  —  J  =  nñ 


E  =  — - mr¿u¿  ( 1  +  — 


mu  r  = 


4W2(1  +  S  )' 

A  los  efectos  de  obtener  la  solución  podemos  escribir: 


(6.2.8) 


donde 


ur 2  = 

un 

T 

2  2 

2  E 

u  r  = 

T 

2  3 

e2m 

u  r  = 

/ 

Iireon2 

¡j  =  m  1 

,1+m) 

(6.2.9) 

(6.2.10) 
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Tomando  el  cociente  de  las  primeras  dos  ecuaciones  en  (6.2.9)  podemos  determinar  el 
valor  del  radio 

47reo^2 


r  = 


-n 


me* 


(6.2.11) 


Este  es  el  primer  resultado  importante  del  modelo  ya  que  establece  que  el  movimiento 
orbital  es  permitido  solo  para  ciertos  valores  del  radio.  Estos  valores  se  expresan  en 
unidades  del  radio  de  Bohr 


Así 


a  o 


47reo^i2 
me 2 


5.29  x  10  umetros 


(6.2.12) 


r  =  rn  =  a0n 2  (n  =  l,2,3...) 


(6.2.13) 


Con  este  valor  del  radio,  podemos  expresar  la  energía  (6.2.7)  de  la  manera  siguiente 


En 


e2m 


8n  e0/urn 

(e4m  ) 

32^4K2  (!  +  §)) 


1 


n* 


(6.2.14) 


Para  una  transición  entre  estados  caracterizados  por  los  números  enteros  n  y  n',  cuyas 
energías  son  En  y  Enr,  y  aplicando  la  regla  de  Einstein-Bohr  que  relaciona  la  frecuencia 
de  la  radiación  emitida  con  la  diferencia  de  la  energía  entre  estados,  se  obtiene 


hv 


En  En / 


1  e4m  ^ 

'  1 

1  ' 

1  32^(1 +  g)  1 

n'2 

n 2 

(6.2.15) 


La  energía  de  ionización  del  átomo  de  hidrógeno,  que  es  la  energía  necesaria  para 
extraer  un  electrón  del  primer  estado  (n=l),  se  calcula  a  partir  de  la  diferencia 

Eioxí. 


Con  los  valores  que  se  indican  en  la  tabla  6.3  se  obtiene  para  la  energía  de  ionización  el  re¬ 
sultado  E[on  ~  13.58  eV,  valor  que  reproduce  muy  satisfactoriamente  el  valor  experimental 
que  es  del  orden  de  13.60  eV. 


En=00  En— 


n= 1 


4 

e  m 


,32 (1  +  $) 
K1 


2m.ÜQ 


(6.2.16) 


6.3  Series  espectrales 


Los  resultados  obtenidos  en  la  sección  anterior  pueden  ser  comparados,  directamente,  con 
los  resultados  experimentales.  En  efecto,  el  análisis  experimental  del  espectro  visible  del 
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átomo  de  hidrógeno  mostró  la  existencia  de  regularidades  (series)  en  el  espectro.  Las  lon¬ 
gitudes  de  onda  pertenecientes  a  una  dada  secuencia  (serie)  fueron  clasificadas  de  acuerdo 
a  la  expresión  empírica 


A 


n 


b(no)n2 
n2  —  Bq 


(6.3.1) 


(series  de  Lyman  (no  =  1),  Balrner  (no  =  2),  Paschen  (no  =  3)).  Podemos  demostrar, 
tal  como  lo  demostró  Bohr,  que  la  clasificación  experimental  de  las  series  del  espectro  del 
átomo  de  hidrógeno  se  corresponde  directamente  a  la  expresión  teórica  obtenida  para  la 
frecuencia  n: 


v  =  cR 


teor 

H 


(6.3.2) 


La  cantidad 


oteor 

kh 


(e4m  \ 

8ce2h3  (1  +  $)  J 


1.097  10'  ( metros )  1 


(6.3.3) 


es  una  cantidad  que  depende  solamente  de  constantes  físicas  fundamentales:  e  (carga  del 
electrón),  h  (constante  de  Planck),  c  (velocidad  de  la  luz  en  el  vacío),  eo  (  permitividad 
eléctrica  del  vacío),  m  (masa  en  reposo  del  electrón)  y  M  (masa  en  reposo  del  protón) 
(ver  Tabla  siguiente). 


Magnitud 

S  imbolo 

Valor  (MKS) 

velocidad  de  la  luz 

c 

2.99793  108  rn-seg-1 

carga  del  electrón 

e 

1.60206  10~19  Coul 

masa  en  reposo  del  electrón 

me 

9.1083  10~31  kgr 

mec 2 

0.511  MeV 

masa  en  reposo  del  protón 

Mp 

1.67239  10-27  kgr 

Mpc 2 

938.573  MeV 

constante  de  Planck 

h 

6.62517  10~34  Joule-seg. 

constante  de  Planck  reducida 

h 

1.05443  10~34  Joule-seg. 

he 

3.158  10"26  Joule-m 

permitividad  eléctrica  del  vacío 

eo 

8.85434  10~12  Coul2 /(Joule-m). 

radio  de  Bohr 

(io 

5.29172  10_11m 

longitud  de  onda  Compton  del  electrón 

^ ce 

2.42626  10_12m 

longitud  de  onda  Compton  del  protón 

^ cp 

1.32141  10”15m 

La  conversión  de  estos  valores  a  unidades  de  Fermi  (F)  y  electrón- Volt  (eV)  se  realiza  a  par¬ 
tir  de  las  equivalencias: IF  =  10~15m,  1  eV=1.60210-19  Joule,  de  donde  he  =  197.128MeV 
F,  a  o  =  5.291  104F,  etc. 

Si  definimos  la  frecuencia  reducida 


v  = 


v 

c 


1 

A 


(6.3.4) 
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Figura  6.2:  Secuencia  de  estados  y  transiciones  en  el  átomo  de  hidrógeno,  de  acuerdo  al 
modelo  de  Bohr. 


donde  A  es  la  longitud  de  onda  de  la  radiación,  la  expresión  obtenida  para  la  frecuencia 
correspondiente  a  la  radiación  emitida  por  el  átomo  al  cambiar  su  estado  desde  el  estado 
definido  por  el  número  entero  n  al  estado  definido  por  n'  se  escribe 


teor 

H 


(6.3.5) 


y  en  consecuencia 


1 

nteor 

rh 


2/2  1 

n  n 

n2  —  n'2 


(6.3.6) 


En  este  punto  podemos  comparar  este  resultado  con  el  correspondiente  a  la  parametrización 
experimental,  si  establecemos  la  siguiente  asignación  de  valores  para  no: 


n  =  no 

=  1 

6(1)  = 

1 

i?“p 

(. Lyman ) 

n  =  no 

=  2 

6(2)  = 

4 

pexp 

rh 

(Balmer) 

n  =  no 

=  3 

6(3)  = 

9 

R^P 

(Paschen) 

(6.3.7) 

La  Figura  6.2  muestra  la  secuencia  de  transiciones  para  las  series  de  Lyrnan,  Balmer 
y  Paschen.  El  valor  experimental  Re^p,  determinado  a  partir  de  6(2),  es  la  llamada  con¬ 
stante  de  Rydberg  y  su  valor  es  1.09737318(8)  10 7m_1.  El  valor  teórico  (6.3.3), 

calculado  en  el  modelo  de  Bohr,  reproduce  satisfactoriamente  el  valor  experimental.  Este 
es  uno  de  los  resultados  más  impresionantes  del  modelo  de  Bohr,  que  no  solo  da  una  in¬ 
terpretación  cualitativamente  correcta  de  la  serie  espectral,  sino  que  también  reproduce 
cuantitativamente  los  factores  experimentales. 
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El  modelo  de  Bohr  se  aplicó,  con  algunas  pequeñas  modificaciones,  para  calcular  el 
espectro  de  átomos  simplemente  ionizados  (átomos  hidrógenoides),  considerando  la  carga 
del  núcleo  Ze  y  su  masa  Mjv,  resulta, 


1  mZ2e 4 

r  2  /2  i 

n  n 

A  8 cegñ3  | 

(l  4- 

l 1  ^  Mn  I 

! 

i 

3 

to 

1 

to 

1 _ 

(6.3.8) 


Los  postulados  de  Bohr  y  el  éxito  de  los  mismos  en  la  explicación  del  espectro  de  los 
átomos  hidrogenoides  constituyeron  una  evidencia  muy  fuerte  en  favor  de  una  nueva  (por 
entonces,  1913)  forma  de  pensar  la  física  de  los  procesos  a  escala  atómica.  La  incorporación 
de  esos  postulados  en  el  cuerpo  de  una  teoría  y  su  generalización  llevó  más  de  veinte  años 
y  el  resultado  fue  la  formulación  de  la  Mecánica  Cuántica.  A  partir  de  los  postulados  de 
Bohr,  resulta  evidente  que  la  teoría  cuántica  difiere  drásticamente  de  la  clásica,  ya  que 
estos  postulados  establecen 


•  La  discretización  de  los  valores  de  cantidades  clásicas,  como  la  energía  y  el  momento 
angular,  abandonando  por  lo  tanto  la  noción  de  continuidad  en  la  representación  de 
estos  valores. 

•  La  introducción  del  concepto  de  estado  estacionario. 


La  solución  de  Bohr  para  el  átomo  de  hidrógeno  posee  un  significado  muy  amplio  y 
diametralmente  opuesto  a  la  concepción  clásica.  Como  veremos  en  el  capítulo  siguiente,  las 
definiciones  clásicas  de  posición  y  momento  no  son  aplicables  a  escala  atómica.  Tampoco 
son  aplicables  las  reglas  newtonianas  relacionadas  con  el  cálculo  de  trayectorias.  Estas 
definiciones  deben  ser  reemplazadas  por  un  conjunto  de  reglas  que  constituyen  el  cuerpo 
de  la  Mecánica  Cuántica.  El  modelo  que  hemos  presentado  puede  considerarse  un  antecesor 
de  la  teoría  cuántica.  En  la  Mecánica  Cuántica: 


•  Las  asignaciones  clásicas  de  coordenadas  y  momentos  se  reemplazan  por  el  resultado 
de  la  aplicación  de  operadores  sobre  estados  cuánticos. 

•  Se  elimina  la  noción  de  trayectoria  y  se  introducen  valores  medios  de  operadores 
como  representación  de  los  observables  físicos. 

Las  preguntas  que  podemos  formular  son  casi  obvias: 

a)  ¿cómo  se  calculan  los  estados  estacionarios  de  un  dado  sistema  cuántico? 

b)  ¿cuáles  son  los  operadores  correspondientes  y  cuáles  las  reglas  que  se  deben  respetar 
para  la  determinación  de  observables  físicos? 

c) ¿cómo  se  establecen  las  relaciones  entre  teoría  y  datos  experimentales? 

Las  respuestas  son  menos  obvias  y  requieren  de  un  tratamiento  detallado.  En  este 
libro  nos  limitaremos  a  estudiar  ejemplos  muy  específicos  de  aplicación  de  los  conceptos 
cuánticos. 

Respecto  al  punto  (a)  tomaremos  el  caso  del  oscilador  armónico  y  estudiaremos  la 
estructura  de  las  soluciones  en  el  marco  de  la  ecuación  de  Schródinger,  que  es  una  har- 
ramienta  adecuada  para  interpretar  las  consecuencias  de  los  postulados  cuánticos  pero 
que  no  es  en  sí  misma  la  Mecánica  Cuántica.  Respecto  al  punto  (b)  resolveremos  el  caso 
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del  oscilador  armónico  y  construiremos  una  representación  para  ilustrar  el  papel  de  los 
operadores  correspondientes  a  la  posición  y  al  momento  y  al  momento.  Como  ejemplo  de 
(c)  estudiaremos  el  problema  de  la  propagación  en  presencia  de  barreras  y  resolveremos  el 
potencial  coulombiano  entre  cargas  puntuales.  Finalmente,  a  partir  de  las  conclusiones  a 
las  que  lleguemos  en  el  estudio  de  cada  ejemplo,  formularemos  los  postulados  básicos  de 
la  Mecánica  Cuántica  e  introduciremos  los  elementos  básicos  de  la  teoría. 


6.4  Resumen  del  capítulo. 

•  Experimento  de  Rutherford. 

•  Modelo  atómico  de  Bohr. 

•  Interpretación  de  resultados  y  conflictos  con  la  Mecánica  Clásica. 

6.5  Problemas 

1.  Un  haz  de  partículas  de  a  de  energía  cinética  5.30  MeV  e  intensidad  104  partículas/seg 
inciden  normalmente  sobre  una  lamina  de  oro  de  densidad  19.3  g/cmf ,  A=197  y  es¬ 
pesor  1.0  10-5  cm.  A  una  distancia  de  10  cm  se  coloca  un  detector  de  partículas 
a  de  área  1.0  cm2.  Utilizando  la  sección  transversal  diferencial  de  dispersión  de 
Rutherford,  encontrar  el  número  de  conteos  por  hora  para  6  =  10°  y  6  =  45°,  donde 
0  es  el  ángulo  entre  el  haz  incidente  y  el  detector.  El  valor  de  Z  en  el  oro  (Au)  es 
79. 

2.  Demostrar  que  la  frecuencia  de  revolución  para  un  electrón  en  el  átomo  de  Bohr  está 
dado  por  v  =  2  |  E  |  / hn ,  donde  E  es  la  energía  total  del  electrón. 

3.  Cuánto  valen  la  energía,  el  impulso  y  la  longitud  de  onda  de  un  fotón  emitido  por 
un  átomo  de  hidrógeno  que  sufre  una  transición  directa  desde  un  estado  excitado 
con  n  =  10  al  estado  fundamental. 

4.  Calcular,  utilizando  la  fórmula  de  Bohr,  las  tres  longitudes  de  onda  más  largas  en  la 
serie  de  Balmer.  Calcular  las  longitudes  de  onda  más  cortas  de  la  serie  de  Lyrnan  y 
Paschen. 


Capítulo  7 

POSTULADOS  DE  LA 
MECÁNICA  CUÁNTICA 

7.1  Introducción 


En  este  capítulo  comenzaremos  la  discusión  de  los  postulados  básicos  de  la  Mecánica 
Cuántica,  que  es  la  formulación  adecuada  para  la  descripción  de  fenómenos  físicos  a  escala 
atómica  y  sub-atómica.  En  capítulos  anteriores  hemos  analizado  ejemplos  muy  concretos 
de  inaplicabilidad  de  leyes  clásicas  a  escala  atómica,  en  particular: 

i) Radiación  del  cuerpo  negro  (Planck)  y  efecto  fotoeléctrico  (Einstein):  en  ambos  casos 
se  postula,  exitosamente,  la  cuantificación  de  la  energía  transportada  por  la  luz  y  la  forma 
en  que  la  misma  es  absorbida  o  emitida. 

ii) Espectros  atómicos:  los  átomos  poseen  niveles  de  energía  discretos,  de  manera  que 
la  información  relacionada  con  los  espectros  atómicos  puede  explicarse  en  función  de  tran¬ 
siciones  entre  estados  de  energía  separados  por  cantidades  elementales  . 

iii)  Cuantificación  del  momento  angular:  el  momento  angular  toma  valores  discretos, 
en  unidades  de  h,  la  constante  de  Planck 

iv)  Decaimiento  radiactivo  de  los  átomos:  la  emisión  de  parículas  ocurre  en  condiciones 
prohibidas  clasicamente. 

A  manera  de  introducción  a  la  Mecánica  Cuántica  presentaremos  los  postulados  básicos 
de  la  teoría.  En  los  capítulos  siguientes  nos  dedicaremos  a  estudiar  las  aplicaciones  más 
simples  de  dichos  postulados. 

Postulado  1:  Vectores  de  estado  y  sus  propiedades 

La  información  referida  a  un  sistema  físico,  en  el  contexto  de  la  mecánica  cuántica, 
está  contenida  en  su  vector  de  estado  'L.  Las  propiedades  básicas  de  estos  vectores  de 
estado  son  las  siguientes: 

a)Linealidad:  la  suma  de  dos  o  más  vectores  de  estado  es  otro  vector  de  estado 


<L  +  d>  =  0 


(7.1.1) 
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b)Multiplicación  por  escalares:  la  multiplicación  de  un  escalar  por  un  vector  de  estado 
tiene  como  resultado  otro  vector  de  estado 


zH  =  $  (7.1.2) 

donde  z  es  un  escalar  (en  general  la  palabra  escalar  la  usaremos  para  designar  a  un  número, 
sea  este  real  o  complejo). 

c) Producto  escalar: 

El  producto  escalar  de  dos  vectores  de  estado 

(®,$)  (7.1.3) 

es  igual  a  un  escalar.  En  particular,  el  producto  escalar 

(H,H)  =  ||  H  ||2  (7.1.4) 

define  el  cuadrado  de  la  norma  del  vector  de  estado. 

d) Base  de  vectores  de  estado:  un  conjunto  de  vectores  de  estado  Hn  forma  una  base  si 
mediante  combinaciones  lineales  de  la  forma 

<S>  =  YJCn^n  (7.1.5) 

n 

puede  expresarse  cualquier  otro  vector  de  estado,  tal  que 

(*,®)  =  J2C*rnC”^n,Vm) 

n,m 

£  I  I'  (T.i.6) 

n 

Los  coeficientes  cn  son  escalares  y  los  vectores  de  la  base  satisfacen  la  condición  de  nor¬ 
malización: 

(®n,^m)  =  Km  (7.1.7) 

de  manera  que 

El  producto  escalar  de  dos  vectores  de  la  base  es  igual  a  1  si  los  índices  de  ambos 
vectores  son  iguales  y  0  si  son  distintos. 

Postulado  2:  Operadores  y  sus  propiedades 

La  acción  de  entes  que  designaremos  mediante  el  término  operadores  al  actuar  sobre 
vectores  de  estado  produce  vectores  de  estado 


OH  =  H  (7.1.8) 

La  aplicación  de  distintos  operadores  sobre  un  vector  de  estado  no  es,  en  general,  con¬ 
mutativa.  Si  suponemos  que  dos  operadores  P  y  O  se  aplican  sobre  vectores  de  estado 
<1*,  E,  A,  'L  según 


OH  =  <I>  ,  PH  =  E 
PH  =  A  ,  Ó  A  =  r 


(7.1.9) 
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entonces 

P{Ó'b)  =  Pd*  =  E 

Ó(P'S')  =  ÓA  =  T  (7.1.10) 

y  restando  ambas  igualdades  resulta 

(pó-dp)  ^  =  E-r  (7.1.H) 

que  no  se  anula  a  menos  que  los  vectores  de  estado  E  y  T  coincidan.  La  operación 

(PÓ-ÓP)=  P,Ó  (7.1.12) 

define  el  conmutador  de  los  operadores  P  y  O,  de  modo  que  solamente  cuando  ambos 
operadores  conmutan 

P,  O]  =  0  (7.1.13) 

su  aplicación  sobre  un  vector  de  estado  no  dependerá  del  orden  en  el  que  se  efectúe  la 
misma. 

Si  la  aplicación  de  un  operador  sobre  un  dado  vector  de  estado  produce,  a  menos  de 
un  escalar,  el  mismo  vector  de  estado 

Q'L  =  q'H  (7.1.14) 

diremos  que  'L  es  un  vector  propio  o  autovector  del  operador  Q  con  autovalor  q.  El  conjunto 
de  valores  propios  de  un  dado  operador  puede  tener  infinitos  elementos.  En  lo  sucesivo 
nos  referiremos  a  este  conjunto  como  a  un  conjunto  numerable  y  por  lo  tanto  la  misma 
observación  vale  respecto  a  las  dimensiones  de  las  bases  que  utilizaremos  para  expandir  la 
función  de  onda  de  un  sistema.  En  general  utilizaremos  operadores  que  poseen  más  de  un 
vector  propio  y  designaremos  a  cada  vector  perteneciente  al  conjunto  de  vectores  propios 
de  cada  operador  mediante  un  sub-índice 

Q^n  =  Qn^n  (7.1.15) 

donde  qn  es  el  autovalor  correspondiente  al  autovector  'Ln.  Si  los  autovalores  qn  son  reales 
el  operador  Q  es  hermítico  y  escribiremos,  para  indicar  esta  propiedad 

=  Q  (7.1.16) 

La  construcción  que  incluye  a  los  vectores  de  estado,  a  los  operadores  y  a  las  operaciones 
entre  vectores  de  estado  y  entre  operadores  es  denominada,  en  general,  espacio  de  Hilbert. 
La  discusión  de  las  propiedades  formales  del  espacio  de  Hilbert  exceden  esta  presentación 
y  en  lo  que  sigue  nos  limitaremos  a  utilizar  tales  propiedades  en  forma  operacional. 

Mostraremos  ahora  que  si  dos  operadores  conmutan  entonces  existe  un  conjunto  de 
autovectores  y  autovalores  comunes  a  ambos  operadores  y  viceversa.  Si  tomamos  dos 
operadores,  P  y  Q,  tales  que 

Q^n  =  qpin  (7.1.17) 


y 


P^n  =  Pn^n 


(7.1.18) 
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entonces 

QP'&n  =  PnQ^n  =  PnQn'&n 

PQ^n  =  qnP*n  =  (lnPn'&n  (7.1.19) 

y  por  lo  tanto 

P,Q 

ya  que  pn  y  qn  son  escalares. 

Postulado  3:  Observables 

El  proceso  de  medición  de  una  cantidad  física  se  corresponde,  en  el  contexto  de  la 
Mecánica  Cuántica,  a  la  determinación  de  los  valores  propios  de  un  operador  hermítico. 
Si  el  sistema  físico  sobre  el  que  efectuamos  la  medida  está  representado  por  el  vector  de 
estado  4',  expresado  en  la  base  de  autovectores  4?n  del  operador  Q ,  que  es  el  operador 
asociado  a  la  magnitud  física  cuya  medida  deseamos  efectuar,  la  aplicación  del  operador 
sobre  el  vector  de  estado  produce  el  vector  de  estado 

Q'f'  —  ^  ^  CnQ*&n  —  ^  '  Cnqn<&n 
n  n 

y  el  producto  escalar  de  este  vector  de  estado  con  4'  resulta 

('Id  Q4')  =  c*mcnqn{^m,  4>n)  =  Y  I  Cn  \2qn  (7.1.22) 

n,m  n 

de  modo  que  el  resultado  esperado  de  la  medición  será  el  valor  ^4',Q4'^.  La  expresión 
de  este  valor  esperado  indica  que  el  mismo  es  igual  a  la  suma  de  los  valores  propios 
qn  pesados  por  el  módulo  de  los  factores  cn.  En  la  interpretación  probabilística  de  la 
Mecánica  Cuántica  los  factores  |  cn  \  representan  la  probabilidad  de  encontrar  al  sistema 
en  el  estado  propio  4?n. 


(7.1.21) 


41 n  —  ( PnQn  QnPn)  41=0 


(7.1.20) 


7.2  Estado  de  un  sistema:  representaciones 

En  esta  sección  discutiremos  el  significado  de  una  representación  de  los  vectores  de  estado 
a  partir  de  la  ecuación  de  Schródinger,  cuya  solución  discutiremos,  para  algunos  casos 
especiales,  en  los  capítulos  siguientes.  El  concepto  de  función  de  onda  no  es  equivalente 
al  de  vector  o  función  de  estado.  Para  determinar  la  función  de  onda  de  un  sistema 
debemos  fijar  una  representación ,  es  decir  pasar  del  esquema  de  operadores,  vectores  de 
estado  y  bases  en  el  espacio  de  Hilbert  a  un  esquema  donde,  siguiendo  ciertas  reglas  de 
correspondencia,  a  los  operadores  se  le  asignan  formas  diferenciales,  a  los  vectores  de 
estado  se  le  asignan  formas  funcionales,  las  llamadas  funciones  de  onda ,  y  la  aplicación  de 
operadores  a  los  vectores  de  estado  es  reemplazada  por  operaciones  diferenciales  efectuadas 
sobre  funciones. 

El  estado  de  un  sistema  cuántico  (i.e:  una  partícula,  un  átomo,  un  núcleo,  una 
molécula,  etc)  se  representa  mediante  su  función  de  onda.  Si  el  sistema  esta  compuesto  por 
una  sola  partícula,  su  función  de  onda  es  una  función  de  las  coordenadas  de  la  partícula  en 
un  dado  tiempo  t  (ignoraremos,  por  el  momento,  contribuciones  relacionadas,  por  ejemplo, 
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con  el  momento  angular  intrínseco  (spin)  de  la  partícula). 

Si  4 >(r,  t )  es  la  función  de  onda  de  una  partícula,  su  evolución  temporal  está  determinada 
por  la  ecuación  de  Schródinger  dependiente  del  tiempo 

**•,.) (7.2.1) 

En  esta  expresión,  H  es  un  operador  diferencial ,  llamado  Hamiltoniano  y  sus  valores 
propios  poseen  el  significado  de  la  energía.  La  probabilidad  de  encontrar  a  la  partícula  en 
el  volumen  elemental  d3r,  alrededor  de  r,  en  el  tiempo  t  se  define 

P(r,t)d3r  =  |  4>(r,t)  \2d3r  (7.2.2) 

Por  el  momento  supondremos  que  esta  probabilidad  está  normalizada,  de  manera  que 

j  P(r,t)d3r  =  J  |  4>(r,t )  |2d3r  =  1  (7.2.3) 

La  integración  se  extiende  sobre  todo  el  espacio  y  si  la  partícula  está  confinada  en  un 
volumen  V,  el  recinto  de  integración  se  limita  a  este  volumen.  No  todas  las  funciones  de 
onda  pueden  normalizarse  de  esta  manera.  Si  pensamos  en  la  función  (ondas  planas) 

4>(r,t)  =ei(k'r-“V  (7.2.4) 

su  módulo  es  igual  a  1  y  la  integral  sobre  todo  el  espacio  es  infinita.  Por  el  momento 
consideraremos  solamente  funciones  de  onda  normalizables.  En  consecuencia,  la  ecuación 
que  define  la  probabilidad  (7.2.2)  ilustra  las  propiedades  básicas  de  la  Mecánica  Cuántica: 

i)  la  posición  de  la  partícula,  en  un  dado  tiempo  t,  no  está  determinada  en  forma 
unívoca,  solamente  está  definida  la  probabilidad  de  encontrar  a  la  partícula  en  un  estado 
dado,  representado  por  la  función  de  onda  <^>(r,  t). 

ii) la  densidad  de  probabilidad  P(r,t),  que  es  un  observable,  está  relacionada  con  la 
función  de  onda  0(r,  t),  que  no  es  un  observable. 


7.3  Operadores  y  observables:  representaciones 

Cantidades  tales  como  la  posición,  el  momento  y  la  energía  de  una  partícula  son  denomi¬ 
nadas  observables.  En  física  clásica,  los  observables  son  representados  mediante  variables 
ordinarias.  En  Mecánica  Cuántica  los  observables  se  representan  mediante  operadores ,  que 
actúan  sobre  funciones  de  onda  .  No  es  posible  obtener,  a  partir  de  la  mecánica  clásica, 
operadores  que  representen  observables.  Este  es  un  concepto  puramente  cuántico  y  como 
tal  lo  aplicaremos  sin  justificar  clásicamente  la  elección  de  los  operadores. 

El  operador  posición  r  se  define  mediante  la  relación 

r^(r,  t)  =  r(f(r,  t)  (7.3.1) 

y  el  operador  momento  p  mediante  la  operación 


P4>(r,t)  =  —iñS7(¡)(r,t) 


(7.3.2) 
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En  general, 


F(r,p)  — >•  F(r,p ) 


(7.3.3) 


es  un  operador  construido  a  partir  de  una  función  de  la  posición  y  el  momento.  La  energía 
clásica  de  una  partícula 

2 

E(r,p)  =  ^-  +  V(r)  (7.3.4) 

¿m 

tiene,  en  Mecánica  Cuántica,  la  expresión 

H  =  -l¡-V2  +  V{r)  (7.3.5) 

¿m 

que  corresponde  al  Hamiltoniano. 


7.4  Valores  esperados  y  observables 


La  relación  entre  operadores  y  el  resultado  de  mediciones  se  establece  en  Mecánica  Cuántica 
por  medio  de  la  correspondencia  entre  el  valor  esperado  de  un  dado  operador  Ó  y  el  ob¬ 
servable  asociado 

<  Ó  >=  J  4>*(r,t)Ó(j)(r,t)d3r  (7.4.1) 

Si  consideramos  al  operador  posición  (7.3.1)  su  valor  esperado  se  escribe 

<r>  =  j  4>*(r,t)r(j)(r,t)d3r 

c f>*(r ,  t)r(j)(r,  t)d3r 
4>*(r,  t)<j)(r ,  t)rd3r 
|  4>(r,t)  1 2rd3r 
=  j  P(r,t)rd3r 

Este  es  un  resultado  muy  importante,  ya  que  nos  permite  interpretar  el  valor  esperado 
del  operador  posición  como  la  integral  del  producto  de  la  función  de  distribuición  de 
probabilidad  P(r,  t)d3r  por  el  valor  de  la  posición  r.  Análogamente,  para  el  valor  esperado 
del  momento  (7.3.2)  tenemos 

<p>  =  j  4>*(r,t)p<t>(r,t)d3r 

4>*(r,t)(—ihV)4>(r,t)d3r  (7.4.3) 

Notemos  que  en  este  caso  debemos  respetar  el  ordenamiento  en  el  integrando,  ya  que  la 
acción  de  p  sobre  el  estado  produce  un  resultado  que  depende  de  la  estructura  explícita 
del  estado.  Esta  es  una  característica  fundamental  de  los  operadores:  su  aplicación  debe 
respetar  estrictamente  el  orden  de  aparición  respecto  a  la  función  de  estado  sobre  la  que 
actúan.  Para  el  ejemplo  anterior  es  claro  que 


(7.4.2) 


p{rc¡){r,t))  /  r(p(j)(r,t )) 


(7.4.4) 
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De  hecho,  podemos  demostrar  que 

[P,  r]4>(r,t) 


(pr  —  rp)4>(r,  t) 
— ifuj)(r ,  í) 


y  esto  implica  que 


\p,  r]  =  —ih 

La  demostración  es  muy  simple  y  está  basada  en  las  definiciones  de  partida: 


p(f(j)(r,  t )) 


—iKV (r(j>(r,  t )) 

— ih(j)(r ,  í)  —  ihr.(V(f>(r,  t )) 


(7.4.5) 

(7.4.6) 


(7.4.7) 


mientras 

r(p(j)(r,t ))  =  —ihr.(V(¡)(r,t))  (7.4.8) 

de  manera  que  restando  las  expresiones  anteriores  obtenemos  el  resultado  buscado,  (7.4.6), 
que  expresa  el  valor  de  la  conmutación  de  los  operadores  momento  y  posición.  Retornare¬ 
mos  a  este  resultado  más  adelante  en  este  capítulo. 

La  definición  de  valor  esperado 

<  Ó  >=  j  4>*(r,t)Ó4>(r,t)d3r  (7.4.9) 

no  es  una  afirmación  sobre  algún  valor  particular  de  la  medida,  representa,  en  cambio,  un 
valor  medio.  Los  operadores  que  poseen  valores  medios  reales  cualesquiera  sea  el  estado 
4>(r,  t )  sobre  el  que  actúen  se  denominan  operadores  hermíticos  o  auto- adjuntos,  de  modo 
que 

J  (j)*(r,t)Ó(j)(r,t)d3r  = 


por  lo  tanto  podemos  interpretar  a  los  observables  (i.e:  resultado  de  mediciones)  como  los 
valores  esperados  de  operadores  hermíticos.  Si  un  operador  es  hermítico,  entonces,  para 
cualquier  par  de  funciones  de  onda  se  verifica 

J  (¡)*a{r,t)Ó(t)b{r,t)d3r  =  J  {Ó(j>a{r,t))* (jb(r,t)d3r  (7.4.11) 


4 )(r ,  t)(Ó(j)(r,  t))*d3r 
( Ó(j)(r ,  t))* c¡)(r,  t)d3r 


(7.4.10) 


A  continuación  veremos  cual  es  el  equivalente  cuántico  al  concepto  de  superposición 
clásico. 


7.5  Operadores  lineales 

En  general,  para  un  conjunto  completo  de  funciones  de  onda  c fik(r,t )  podemos  escribir 

4>(r,t)  =  ^2  ak<t>k(r,t) 

k 


(7.5.1) 
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Esta  es  una  combinación  lineal ,  que  expresa  a  la  función  de  onda  </>(r,  i)  en  la  base  (<j>k(r,  t)). 
Los  factores  ak  son,  en  general,  números  complejos.  Si  la  aplicación  de  un  operador  sobre 
(7.5.1)  resulta  en 

Ó(t>(r,  t)  =  ^  akÓ(j)k(r,  t )  (7.5.2) 

k 

el  operador  se  denomina  operador  lineal 


7.6  Espectro  de  operadores,  ortonormalidad 


Retornemos  al  concepto  de  valor  esperado  de  un  operador  hermítico.  Si  ese  valor  se 
corresponde  con  el  resultado  de  una  medición  podemos  preguntarnos  si  es  posible  encontrar 
un  estado  para  el  cual  la  desviación  del  valor  esperado  del  operador  se  anule.  La  desviación 
del  valor  esperado  se  escribe 


(A Óy  =  J  4>*(r,  t)(Ó—  <  Ó  >)2(j)(r,  t)d3r 

=  j  <t>* (r,  t)(Ó-  <  Ó  >)(Ó-  <  Ó  >)<¡>{r,  t)d3r 
=  j  [(Ó—  <  Ó  >)4>(r,  t)]*[(Ó—  <  Ó  >)4>(r,  t)\d3r 


=  j  |  (Ó—  <  Ó  >)cj)(r,t)  fd3r 

(7.6.1) 

por  lo  tanto,  la  desviación  del  valor  medio  se  anulará  si 

(Ó—  <  Ó  >)(f(r,t)  =  0 

(7.6.2) 

En  otras  palabras,  si  al  actuar  sobre  (f{r,  t )  se  verifica 

Óc¡)(r,t)  =<  Ó  >  4>(r,t ) 

(7.6.3) 

diremos  que  el  valor  esperado  <  O  >  coincide  con  un  valor  propio  o  autovalor  de  Ó  y  que 
< p(r,t )  es  una  autofunción  o  función  propia  del  operador  O.  Para  este  caso,  la  desviación 
del  valor  medio  se  anula  y  como  hemos  supuesto  que  el  operador  es  hermítico,  el  valor 
esperado  es  real. 

Un  operador  hermítico  posee,  en  general,  un  conjunto  de  autofunciones  y  para  cada 
uno  de  ellas  se  cumplirá 

Ó<f>k(r,t)  =  A  k(j>k(r,t)  (7.6.4) 

A  cada  autofunción  fik(r,t)  del  operador  le  corresponde  un  valor  propio  \k.  Diremos  que 
el  conjunto  de  valores  propios  A k,k  =  1,2,  ...n..  forma  el  espectro  de  valores  propios  del 
operador  hermítico  O  y  que  el  conjunto  de  funciones  r/>¿.(r\  t)  forma  el  conjunto  de  funciones 
propias  del  operador. 

La  propiedad  de  ortogonalidad  entre  funciones  propias  ( k ,  I)  de  un  dado  operador 
hermítico  se  expresa  mediante  la  integral 

J  <l>k(P  t)<fi(r,t)d3r 


(7.6.5) 
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que  representa  una  operación  análoga  al  producto  escalar  entre  vectores.  Si  calculamos  los 
valores  esperados  entre  las  funciones  propias  de  un  dado  operador  hermítico,  se  obtiene 

J  fitiri  t)Ó(j)i(r,t)d3r  =  Xi  j  (¡)*k(r,t)(j)i(r,t)d3r 

j  {Ó<j)k(r,t))*(j)i(r,t)d3r  =  X*k  f  (¡>*k(r,t)(l)i{r,t)d3r  (7.6.6) 

Como  el  operador  es  hermítico,  los  autovalores  Xk,  k  =  1,2,  ...n  son  reales,  de  modo  que  al 
tomar  la  diferencia  entre  ambas  igualdades  resulta 

(Afc-A/)  J  (¡)%{r ,t)4>i{r . ,  t)d3r  =  0  (7.6.7) 

y  esto  implica 

J^Dt)Mr,t)d3r  =  0  (7.6.8) 

si 

(Afc-Aí)^O  (7.6.9) 

Diremos  que  tal  conjunto  de  estados  es  no- degenerado  si  a  cada  autovalor  Xk  le  corresponde 
un  único  autoestado  <f>k(r,t).  Por  lo  tanto,  diremos  que  dos  estados  son  ortogonales  si 
la  integral  de  la  ecuación  anterior  se  anula.  En  general,  escribiremos  la  condición  de 
ortonormalidad  entre  estados  pidiendo  que 

J  4>l(r,t)(j)i(r,t)d3r  =  8k¿  (7.6.10) 


donde  8k  i  =  1  si  k  =  l,  o  0  si  k  /  l.  Diremos  que  el  conjunto  de  autoestados  es  completo 
si  para  la  función  de  onda  del  sistema  considerado  se  puede  escribir 


=  X ak<t>k(r,t ) 


(7.6.11) 


donde  los  factores  ak  son,  en  general,  valores  complejos.  Si  efectuamos  el  producto  escalar 
entre  ésta  función  de  onda  y  una  dada  autofunción,  obtenemos 

J  ^l(r,t)^(r,t)d3r  =  Ylül  J  fi*kiet)filiet)d3r 
=  X  arfk,l 


=  ak 

Escribiremos  ahora  el  valor  esperado  del  operador  Ó 

<Ó>  = 


^ Zakai  í  filie  t)Ófii(r,t)d3 
k,i  J 

X a*kal  í  filie  t)Xifii(r,t)d3 

k,i  J 

X  ataiXi  J  (t>*k(r,t)(j)i(r,  t)d3 


k,l 

X  akal^k, 


k,l 


^  ^  |  a.fc  |  Xk 


(7.6.12) 


(7.6.13) 
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El  resultado  anterior  es  muy  importante  y  establece  que: 

El  valor  esperado  de  un  operador  hermítico  sobre  una  función  de  onda,  expresada  como 
combinación  lineal  de  las  autofunciones  del  operador,  es  igual  a  la  suma  de  los  valores 
esperados  del  operador  sobre  cada  uno  de  sus  autofunciones  multiplicados  por  el  cuadrado 
de  la  amplitud  de  cada  autofunción. 

Como  la  función  de  onda  está  normalizada 

^2a*kai  í  4 fk(r,t)(j)i(r,t)d3r 
k,l  ' 

^2\ak\2 

k 

1  (7.6.14) 

podemos  interpretar  a  los  factores 

Pk  =  |  ak  |2  (7.6.15) 

como  la  probabilidad  asociada  al  autoestado  k  en  la  combinación  lineal,  ya  que  estos 
factores  son  cantidades  definidas  positivas  cuya  suma  es  igual  a  la  unidad.  De  esta  manera, 
podemos  re-interpretar  el  significado  del  valor  esperado  de  un  operador  hermítico  sobre 
una  dada  función  de  onda  de  la  manera  siguiente: 

i) la  medición  del  observable  correspondiente  al  operador  dará  como  resultado  el  valor 
esperado  del  operador; 

ii) este  valor  esperado  es  igual  a  la  superposición  del  espectro  de  valores  propios  del 
operador  y  cada  término  está  pesado  por  el  cuadrado  del  módulo  de  la  amplitud  corre¬ 
spondiente  a  cada  autofunción  en  la  función  de  onda. 

iii) el  valor  esperado  del  operador  coincidirá  con  uno  de  sus  autovalores  sólo  si  la  función 
de  onda  sobre  la  que  actúa  es  una  función  pura,  para  la  que  solamente  una  de  las  amplitudes 
es  igual  a  la  unidad  y  el  resto  se  anula. 


J  (¡>*(r,t)<t>(r,  t)dc 


r  = 


7.7  Ecuación  de  Schródinger 

Hasta  ahora  hemos  discutido  las  propiedades  básicas  de  la  representación  (operadores, 
funciones  de  estado,  funciones  propias,  valores  esperados)  a  un  dado  tiempo  t.  En  la 
mecánica  cuántica  la  evolución  temporal  de  la  función  de  estado  (¡>{r,  t )  1 

ri  t) 

dt 

está  determinada  por  la  aplicación  del  operador  Hamiltoniano 

É«r,t) -**&*>  (7.7.2, 

Esta  es  la  llamada  ecuación  de  Schródinger  dependiente  del  tiempo.  Es  una  ecuación 
diferencial  de  primer  orden  en  el  tiempo.  En  este  capítulo  no  intentaremos  justificar  la 

1A  partir  de  ahora  nos  referiremos  indistintamente  a  funciones  de  estado  o  funciones  de  onda,  ya  que 
trabajaremos  en  el  marco  de  una  dada  representación 


(7.7.1) 
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forma  de  esta  ecuación,  simplemente  aprenderemos  a  utilizarla  y  a  extraer  consecuencias 
de  interés  físico  a  partir  de  ella. 

Si  el  operador  H  no  depende  explícitamente  del  tiempo,  podemos  intentar  una  solución 
de  la  forma 

(j)(r,t)  =  e~iEt/h^(r)  (7.7.3) 

donde  E  es  una  cantidad  real  que  posee  dimensiones  de  energía,  t  es  el  tiempo  y  < f>(r)  es 
una  función  que  solamente  depende  de  la  posición.  Utilizando  esta  solución  en  la  ecuación 
de  Schródinger  dependiente  del  tiempo,  obtenemos  la  ecuación 

H(j){r)  =  Ecj)(r)  (7.7.4) 

que  es  la  llamada  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo.  Notemos  que  para 
llegar  a  este  resultado  hemos  calculado  explícitamente  la  derivada  temporal  de  la  función 
de  estado  y  eliminado  en  ambos  miembros  de  la  igualdad  el  factor  exponencial: 

.kd(f>(r,t)  =  e~lEt/h(f>(r 
*  dt 

=  Ee~iEt/h^{r) 

=  E</>(r,t )  (7.7.5) 

En  definitiva  (7.7.4)  se  obtiene  eliminando  el  factor  e~lEt/h  a  ambos  lados  de  la  igualdad 
en  (7.7.5). 


m 


7.8  Estados  estacionarios 

Cada  uno  de  los  autoestados  (j>k(r),  k  =  1,2,  ....n  del  operador  hermítico  H  correspondiente 
a  un  dado  sistema  físico  es  solución  de  la  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo 
con  autovalor  E k 

H(f>k{r )  =  Ek(j)k(r)  (7.8.1) 

El  conjunto  de  autoestados  4>k(r),  con  k  =  1,2,...  forma  un  conjunto  completo  de  fun¬ 
ciones.  Esto  significa  que  los  autovalores  recorren  el  espectro  completo  del  operador.  Bajo 
estas  condiciones  cada  uno  de  esos  autoestados  es  un  estado  estacionario  del  sistema  y  la 
probabilidad  asignada  a  cada  uno  de  ellos  se  define 

Pk{r)d3r  =  |  <¡>k{r)  \2d3r  (7.8.2) 

y  es  independiente  del  tiempo.  Como  los  estados  están  normalizados,  se  cumple  que 

J  Pk(r)d3r  =  J  |  <j>k{r)  |2d3r  =  1  (7.8.3) 

Si  ahora  consideramos  la  superposición  de  estados,  tendremos  para  la  función  de  estado 
del  sistema 

n 

<j>{r,t)  =  J2akMr,t) 

k= i 
n 

=  ^ake-iEkt/h(¡)k{r) 
k= 1 


(7.8.4) 
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7.9  Cuadro  comparativo  de  conceptos  clásicos  y  cuánticos 

En  forma  suscinta,  las  diferencias  básicas  que  existen  entre  la  Mecánica  Clásica  y  la 
Cuántica  se  pueden  indicar  en  la  tabla  siguiente: 


Mecánica  Clásica 

Mecánica  Cuántica 

Ecuaciones  diferenciales 

Operadores 

ecuaciones  de  movimiento 

acción  de  operadores  sobre  estados 

trayectorias 

valores  propios 

variaciones  continuas 

variaciones  discretas 

medidas 

observables 

En  los  capítulos  siguientes  analizaremos  con  más  detalle  estas  diferencias,  a  medida 
que  se  nos  presenten  al  describir  casos  concretos. 


7.10  Oscilaciones  del  valor  esperado 

Como  ejemplo  de  aplicación  de  los  conceptos  que  hemos  presentado,  consideremos  el  caso 
del  valor  esperado  de  un  operador  hermítico  tomado  sobre  la  superposición  de  dos  estados 
de  un  dado  Hamiltoniano.  En  consecuencia 

2 

t)  =  y]  ake~lEktlh(\)k{r )  (7.10.1) 

k=l 


es  la  función  de  estado  sobre  la  que  actuará  el  operador.  Suponemos  que  el  operador  no 
contiene  derivadas  temporales  y  su  valor  esperado,  al  tiempo  t,  es 


<  Ó  >  = 

J  4>*(r,  t)Óc/)(r,  t)d3r 

= 

2  r 

22  a*kaié(Ek~El)t/h  /  (j)*k(r)Ó(j)i(r)d3r 
k,l= 1  •* 

2 

= 

¿  ataie*Ek~EMhOkl 

k,l= 1 

(7.10.2) 

donde  hemos  definido 

n 

Oki  =  J  <t>k(r )Ó(¡>i{r)d3r 

(7.10.3) 

Si  desarrollamos  la  suma  obtenemos 

<  Ó  > —  |  ai  \~Ou  + 

I  0,2  |2022  +  a\a2elujt O12  +  a^aie  lult02i 

(7.10.4) 

donde  hemos  escrito 

uj  =  (E\  —  E2)/h 

(7.10.5) 

si  además  =  O21,  como  corresponde  a  un  operador  hermítico,  el  valor  esperado  del 
operador  toma  la  forma 


<  Ó  >—  |  ai  |20n  +  |  0,2  1^022  +  2Re[a[a2eliJjt 0\2\ 


(7.10.6) 
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La  operación  Re[..]  indica  que  debemos  tomar  la  parte  real  de  la  cantidad  entre  corchetes. 

El  resultado  anterior  nos  muestra  que  en  la  Mecánica  Cuántica  el  valor  esperado  de 
un  operador  hermítico  es,  en  general,  una  función  del  tiempo.  Para  el  caso  estudiado  el 
valor  esperado  oscila  entre  los  valores  extremos  con  un  periodo  igual  a  T  =  \  ■  Este 

período  es  una  función  de  la  diferencia  de  energía  entre  estados,  de  acuerdo  a  la  expresión 
de  u>. 


7.11  Principio  de  incerteza 


Para  finalizar  con  esta  breve  introducción  a  los  conceptos  cuánticos  ilustraremos,  medi¬ 
ante  una  demostración  simple,  el  Principio  de  Incerteza  enunciado  originalmente  por  W. 
Heisenberg. 

Consideremos  dos  operadores  hermíticos,  Ay  B,  cuyos  valores  esperados  son  <  A  >  y 
<  B  >,  respectivamente.  Los  operadores 

á  =  Á-  <  Á  > 

¡3  =  B-<B>  (7.11.1) 

son  también  hermíticos  y  sus  valores  esperados  son  nulos.  Sea  4>  una  función  de  onda, 
cuya  norma  es  definida  positiva  o  nula 


J  d3xcj)*(j)  >  0  (7.11.2) 

Consideremos  la  función 

tp  =  (á  —  ?'A/3)0  (7.11.3) 

donde  A  es  real.  La  norma  de  esta  función 

J  d3x'ip*'ip  (7.11.4) 

será  definida  positiva  o  nula  si 

J  d3xip*'ilj  =  j  d3xcf>*(á  +  i\/3)(á  —  ¿A/3)^> 

=  (á2)  +  X2(¡32)  -i\([áj})  >0  (7.11.5) 

En  la  expresión  anterior 

(á2)  =  (Á2)  -  (Á)2  =  (AA)2 

02)  =  ( B 2)  -  ( B )2  =  (AL?)2  (7.11.6) 


Por  lo  tanto,  reemplazando  estos  valores,  la  condición  para  la  norma  se  escribe 

(AA)2  +  X2(AB)2 -iX([A,B})  >0  (7.11.7) 


Si  definimos  ahora  el  operador 


C  =  -iX{[Á,É}) 


(7.11.8) 
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que  es  hermítico,  resulta 

(AA)2  +  \2{AB)2  +  C  >0  (7.11.9) 

que  se  puede  re-escribir  de  la  forma 

[AA  -  XAB}2  +  (2XAAAB  +  C)  >0  (7.11.10) 

y  esta  desigualdad  se  satisface  si 


AAAB  >  2-([A,B})  (7.11.11) 

para  cualquier  valor  de  A.  Por  lo  tanto,  el  producto  de  las  desviaciones  de  los  operadores 
A  y  B  es  mayor  o  igual  que  el  valor  esperado  del  conmutador  de  ambos  operadores.  A 
partir  de  este  resultado  es  fácil  mostrar  que  si  A  =  p  y  B  =  x  entonces 

ApAx>^  (7.11.12) 

como  hemos  discutido  anteriormente.  Este  resultado  expresa  una  propiedad  más  general, 
que  está  referida  a  la  condición  de  pares  de  operadores  conjugados.  Según  esta  condición 
diremos  que  un  par  de  operadores  son  conjugados  si  sus  desviaciones  satisfacen  relaciones 
de  conmutación  como  la  que  hemos  discutido  y  por  lo  tanto,  el  producto  de  dichas  desvia¬ 
ciones  posee  una  cota  inferior. 


7.12  Resumen  del  capítulo. 

•  Estado  de  un  sistema. 

•  Operadores. 

•  Valores  esperados  y  observables. 

•  Espectro  de  operadores,  ortonormalidad. 

•  Valores  esperados,  desviaciones  de  los  valores  esperados. 

•  Ecuación  de  Schródinger. 

•  Estados  estacionarios. 

•  Cuadro  comparativo  de  conceptos  clásicos  y  cuánticos. 

•  Oscilaciones  del  valor  esperado. 


Principio  de  Incerteza. 
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7.13  Problemas 

1.  A  partir  de  la  definición  del  momento  angular 

l  =  r  x  p  (7.13.1) 

construir  el  operador  respectivo  y  calcular  los  conmutadores 


C  [la ,  xp) 

\}ai  Xp\ 

CilonPfi) 

[la,Pp\ 

C{laM  = 

Pai  Ifl] 

(7.13.2) 

donde  los  subíndices  ay  ¡3  representan  las  componentes  cartesianas. 

2.  Calcular  la  desviación  estándar  de  la  posición  x  y  del  momento  p  =  — iKV ,  en  los 
estados 

tf/(x)  =  Nie-ax2/2 

^n(x)  =  Nn(f3  +  yx2)e~ax2^2  (7.13.3) 

donde  a,  /3  y  7  son  constantes.  Calcule  el  valor  de  las  constantes  de  normalización 
Nj  y  Njj.  Las  funciones  están  definidas  en  el  intervalo  —oo<x<oo. 

3.  Calcule  los  conmutadores  de  los  operadores  representados  por  las  siguientes  matrices 


(7.13.4) 

¿Qué  puede  afirmar  respecto  a  los  autovalores  y  autovectores  correspondientes? 


Capítulo  8 


EL  OSCILADOR  ARMONICO 


8.1  Introducción 

En  este  capítulo  nos  dedicaremos  a  explorar  sistemáticamente  las  consecuencias  de  los 
postulados  de  la  Mecánica  Cuántica,  de  acuerdo  a  la  discusión  que  desarrollamos  en  el 
capítulo  anterior.  Para  ello  tomaremos  el  sistema  que  mejor  conocemos  en  física,  luego  de 
la  partícula  libre:  el  oscilador  armónico.  Analizaremos  el  caso  unidimensional  y  estable¬ 
ceremos  la  correspondencia  entre  los  resultados  clásicos  y  los  cuánticos. 


8.2  Hamiltoniano 


La  energía  del  oscilador  armónico  unidimensional  clásico  está  dada  por  la  expresión: 

E^  =  k+~  (a2-1) 

El  primer  término  representa  la  energía  cinética  para  una  partícula  de  masa  m  y  k  es  la 
constante  del  oscilador.  Recordemos  que  la  expresión  clásica  de  la  fuerza  es 


F  =  —kx 


(8.2.2) 


y  no  es  otra  cosa  sino  el  gradiente  del  potencial  escalar  V(x) 
oscilador  clásico  vale 


J2  = 


k 


kx2 

2  • 


m 

y  las  soluciones,  para  el  momento  y  la  coordenada,  son  de  la  forma 


La  frecuencia  del 
(8.2.3) 


x(t)  =  Acosuut 

p{t )  =  —mwAsmut  (8.2.4) 


donde  A  es  la  amplitud  de  la  oscilación.  El  reemplazo  de  este  valor  en  la  expresión  de  la 
energía  conduce  al  resultado  clásico 

„  mu:2  A2  sin2  u¡t  k A2  eos2  uut. 


mu2  A2 
2 


(8.2.5) 
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Si  ahora  reemplazamos  la  coordenada  y  el  momento  por  los  operadores  posición  y  mo¬ 
mento,  resulta 


H  -  — 

2  m  dx 2  2 

Este  es  el  Hamiltoniano  del  oscilador  armónico  unidimensional. 


(8.2.6) 


8.3  Autoestados  del  oscilador 

En  el  caso  unidimensional  que  estamos  estudiando  la  ecuación  de  Schródinger  independi¬ 
ente  del  tiempo  toma  la  forma 


H<¡>[x)  =  E<f>(x) 


tí2  d2  kx2 

2  m  dx 2  2 


4>(x)  =  E(¡>{x) 


(8.3.1) 


donde  4>{x)  y  E  representan  las  auto-funciones  y  los  auto-valores  del  operador  H .  Si 
definimos  el  factor  de  escala  ( parámetro  del  oscilador ) 


b0  = 


h 

mu 


(8.3.2) 


y  efectuamos  el  cambio  de  variables 


P  = 


bo 


(8.3.3) 


la  ecuación  diferencial  puede  re-escribirse  en  forma  adimensional  usando  las  relaciones 

d_ 

dx 


de  donde  resulta 


£_ 

dx2 


h2  d2  kx 2 
2  m  dx 2  2 


d  dp 

dp  dx 

1  d 

bo  dp 

1  d2 

bo  dp2 

d2 

2  m  \ 

dx 2 

h2 

( d 2 

2mtíl 

\dP2 

ñu  ( 

d2 

,dp2 


P 


(8.3.4) 


(8.3.5) 


A  partir  de  esta  transformación  podemos  re-escribir  la  ecuación  de  Schródinger  de  la 
manera  siguiente 


A  (í?  ^ pl  1  m = Em 


(8.3.6) 
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y  por  lo  tanto 


(8.3.7) 


La  cantidad  hu  tiene  unidades  de  energía,  de  modo  que  el  factor  en  frente  de  la  función  de 
onda,  a  la  derecha  de  la  igualdad  en  (8.3.7),  es  adimensional.  Si  llamamos  u  a  ese  factor 
{y  =  W-)  y  pasamos  ese  término  a  la  izquierda  de  la  igualdad,  podemos  re-escribir  (8.3.7) 
de  la  manera  siguiente 


-  p2  +  =  o 


(8.3.8) 


Efectuaremos  ahora  un  re-arreglo  de  la  ecuación  (8.3.8)  considerando  que  la  solución  de 
la  misma  es  de  la  forma 

Hp)  =  e~p2,2F(p)  (8.3.9) 

Si  calculamos  las  derivadas  de  esta  función  con  respecto  a  la  variable  p  obtenemos  los 
resultados  siguientes 


d(t>(p) 

_  2/2ídF{p) 

dp 

V  dp 

d2c/)(p) 

_  e-f/2  (d2F(p) 

dp 2 

V  dP2 

-pF{p) 


-  2 p^L  -  (i  _  f?)F(p) 


(8.3.10) 


Reemplazando  en  la  ecuación  (8.3.8)  obtenemos  una  ecuación  diferencial  para  la  función 
F(p),  que  es  de  la  forma 

(£-24  +  (,'-1))fw  =  0  (8'311) 

La  solución  general  de  esta  ecuación  diferencial  puede  expresarse  en  forma  polinomial 

OO 

F(p)  =  J2akpk  (8.3.12) 

k= 0 

Reemplazando  en  la  ecuación  diferencial  y  luego  de  calcular  las  derivadas  correspondientes 
obtenemos 


^  k(k  —  1  )pk  2  —  (2 k  —  v  +  1  )pk  ak  =  0 


(8.3.13) 


y  a  partir  de  esta  ecuación  podemos  escribir  el  desarrollo  en  potencias 

[{v  —  l)a0  +  202]  +  [{v  -  3)ai  +  6a3]p  +  [{v  -  5)a2  +  12a4]p2  + 

.  +  [{y  —  2  q  —  1  )aq  +  (q  +  2  )(q  +  l)a<j+2  ]pq  +  ••  =  0  (8.3.14) 

La  anulación  de  los  coeficientes  de  este  desarrollo  se  cumplirá,  término  a  término  si: 

O'-l) 


- 7) - «0 

(^-3) 

(^-5) 

L3  °2 

{v  -  (2q  +  1) 
(g  +  2)(g  +  l)' 


(8.3.15) 
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Los  coeficientes  correspondientes  a  potencias  pares  e  impares  de  p  forman  conjuntos  inde¬ 
pendientes  de  valores  y  por  lo  tanto  no  pueden  aparecer  simultáneamente  en  la  expresión 
de  F(p).  Además,  para  un  dado  valor  de  u,  las  relaciones  entre  coeficientes  pertenecientes 
a  un  mismo  conjunto  (pares  o  impares)  son  excluyentes  e  implican  la  aparición  de  un  valor 
máximo  en  q  para  cada  valor  de  v.  Para  estudiar  la  estructura  de  los  coeficientes  de  F(p) 
variaremos  gradualmente  los  valores  de  u.  Si 

F{p)  =  a0  (8.3.16) 


la  ecuación  diferencial  se  reduce  a 


(u  —  l)a0  =  0  (8.3.17) 

y  se  cumple  si  u  =  1  para  ao  /  0.  Para  este  valor  de  v  obtenemos 

E(u  =  1)  =  -fvjj 

(j)(p)  =  aoe~p2t2  (8.3.18) 

Si  suponemos 

F(p)  =  a0  +  a\p  (8.3.19) 

la  ecuación  diferencial  se  escribe 

(u  —  l)ao  +  (v  —  3)a\p  =  0  (8.3.20) 

y  se  satisface  solo  si  v  =  3,  ao  =  0,  y  ai  /  0.  Para  este  valor  de  v  obtenemos 

3 

E{y  =  3)  =  -huj 

( t>(p )  =  a\pe~p  ! 2  (8.3.21) 

Análogamente,  para 

F(p)  =  a0  +  a\p  +  a2p2  (8.3.22) 

la  ecuación  diferencial  toma  la  forma 

(2a2  +  (v  —  l)a0)  +  p(y  -  3)ai  +  p 2(u  —  5)a2  =  0  (8.3.23) 

y  se  cumple  para  v  =  5,  ao  /  0,  ai  =  0,  y  a2  =  —  2ao-  Para  el  valor  u  =  5  obtenemos 

E{y  =  5)  =  -hiü 

<Kp)  =  o0(l  -  2p2)e~p2/2  (8.3.24) 

En  definitiva,  hemos  demostrado  que  los  valores  de  v  permitidos  son  los  enteros  impares 
1,3,5. ..y  las  funciones  Fv(p)  son  tales  que: 

i)  no  contienen  simultáneamente  potencias  pares  e  impares  de  p 

ii)  poseen  un  número  máximo  de  términos ,  que  está  determinado  por  el  valor  máximo 

del  exponente  kmax  =  ^  • 

Esta  última  condición  es  una  consecuencia  directa  de  la  estructura  propuesta  para  la 
solución,  ya  que  si  si  F{p)  fuese  una  serie  de  infinitos  términos  y  no  un  polinomio  con  un 
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número  finito  de  términos,  su  comportamiento  asintótico  en  el  límite  p  — >•  oo  sería  compa¬ 
rable  al  de  una  función  exponencial  y  por  lo  tanto  la  función  <f>(p)  no  resultaría  acotada. 
Recordemos  que  esta  última  propiedad  está  relacionada  con  la  forma  del  potencial,  que 
crece  como  el  cuadrado  de  p  y  por  lo  tanto  la  función  de  onda  tomará  valores  significativos 
en  las  regiones  correspondientes  a  bajos  valores  de  p.  Por  último,  conviene  recordar  que 
la  condición  de  corte  en  las  potencias  de  p  que  aparecen  en  F(p)  no  condiciona  los  valores 
de  la  función  F(p),  que  puede  tomar  valores  muy  grandes  o  infinitos  cuando  p  tiende  a 
infinito,  sino  la  convergencia  de  4>(p). 

Es  fácil  ver  que  las  funciones  de  onda  (¡>n(p)  se  generan  a  partir  de  la  aplicación 

e~p2/2  (8.3.25) 

para  n  =  0, 1, 2,  3.... 

Las  funciones  F(p)  pertenecen  a  una  clase  de  funciones  especiales  (polinomios  ortonor- 
males)  y  para  el  caso  del  oscilador  armónico,  los  polinomios  correspondientes  son  los 
polinomios  de  Hermite.  En  lo  que  sigue  nos  referiremos  a  los  polinomios  de  Hermite  como 
al  conjunto  de  polinomios  que  cumplen  con  las  condiciones  impuestas  a  F(p)  y  cuyos  co¬ 
eficientes  y  orden  se  determinan  en  forma  análoga  a  la  que  hemos  discutido  para  el  caso 
de  la  función  F(p). 

Comparando  la  ecuación  que  cumple  F(p)  con  la  ecuación  diferencial  que  satisfacen 
los  polinomios  de  Hermite  Hn(p) 

(¿2  "  2P-¿¿  +  2n)  H*(P)  =  0  (8-3.26) 

podemos  establecer  la  correspondencia 

F{p)  Hn{p) 

[v  -  1)  ->  2 n  (8.3.27) 

Los  polinomios  de  Hermite  Hn(p)  son  polinomios  de  orden  n  en  la  variable  p.  En  virtud 
de  la  correspondencia  establecida  entre  el  valor  de  v  y  el  valor  del  índice  n  podemos 
escribir  la  condición  de  cuantificación  de  la  energía ,  para  el  espectro  del  oscilador  cuántico 
unidimensional 

2  E  , 

v  =  —  =  (2  n  +  1) 

ni o 

En  =  hw{n  +  -) 

n  =  0,1,2,...  (8.3.28) 

Esta  condición  resulta  del  criterio  de  convergencia  impuesto  a  F{p).  Los  polinomios  de 
Hermite  forman  un  conjunto  completo  de  funciones  reales  de  la  variable  p.  Los  polinomios 
pares  e  impares  están  definidos  por  la  sumas: 


fomax 


Hnifi) 

=  ^  a.2kP2k 

k= 0 

L* 

kmax  =  ^  (n  par ) 

Hníp) 

Kmax 

_  \  '  .  2fc+l 

a2k+lP 

k= 0 

kmax  =  2  {n  impar) 

(8.3.29) 
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Las  siguientes  son  propiedades  de  los  polinomios  de  Hermite  que  resultan  muy  útiles  a  la 
hora  de  efectuar  cálculos 

a)  Ortogonalidad 


b)  Recurrencia 


Hn(p)Hm(p)dp 


dn,m2nn\y/ir 


(8.3.30) 


c)  Derivadas 


Hn+\  (p)  -  2 pHn(p)  +  2nHn_\(p)  =  0 


dHnjp) 

dp 

dHn(p ) 
dp 


2nHn_i(p) 


2 pHn(p)  -  Hn+1(p ) 


(8.3.31) 


(8.3.32) 


La  forma  explícita  de  los  primeros  (n  <  4)  polinomios  de  Hermite  es  la  siguiente 


H0(p) 

=  1 

HÁP) 

=  2  p 

h2(p) 

=  Ap2  —  2 

h3(p) 

=  8 p3  -  l: 

h4(p ) 

=  16p4  -  ■ 

(8.3.33) 


8.4  Funciones  de  onda  normalizadas 

Las  funciones  de  onda  independientes  del  tiempo  (estados  estacionarios  del  oscilador) 
normalizadas  se  escriben 


4>n{x)  = 


\[2 ññlkóTn 


(8.4.1) 


A  partir  de  estas  funciones  de  onda  normalizadas,  la  distribución  espacial  de  probabil¬ 
idad,  en  el  estado  n-ésimo  del  oscilador,  se  escribe 


Pn(x)dx  =  |  4>n(x)  y dx 


(8.4.2) 


Como  las  funciones  están  normalizadas,  la  integración  sobre  todo  el  espacio  (— oo  <  x  < 
oo)  de  la  distribución  (8.4.2)  es  igual  a  1  para  todo  n : 


Pn{x)dx  =  1 


(8.4.3) 


La  Figura  8.1  muestra  los  valores  de  las  funciones  de  onda  independientes  del  tiempo, 
para  algunos  valores  de  n. 

La  Figura  8.2  muestra  los  valores  de  la  distribución  de  probabilidad  para  las  funciones 
de  onda  mostradas  en  la  Figura  8.1. 
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x/b0 


Figura  8.1:  Funciones  de  onda  del  oscilador  armónico  unidimensional,  para  los  números 
cuánticos  n  =  0, 1  y  n  =  10,  como  función  de  la  variable  x/bo 


1 4>  n  (x )  1 2 


<*/b0> 


Figura  8.2:  Cuadrado  del  módulo  de  las  funciones  de  onda  del  oscilador  que  se  muestran 
en  la  figura  8.1 
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La  dependencia  temporal,  para  cada  autoestado  del  oscilador  armónico  es: 


(j)n(x,t)  =  e  lEnt/h(t>n(x)  (8.4.4) 

con  En  =  Hu>(n  +  1/2). 

Calcularemos  ahora  los  valores  esperados  y  las  desviaciones  de  los  operadores  x,  x2,p,  p 2 
sobre  autoestados  del  oscilador  armónico.  Presentaremos  en  detalle  el  cálculo  de  uno  de 
estos  operadores  y  dejaremos  como  ejercicio  para  el  lector  la  demostración  de  los  restantes 
valores.  En  todos  los  casos  se  trata  de  aplicar  las  propiedades  de  los  polinomios  de  Hermite 
en  las  definiciones  básicas  de  la  Mecánica  Cuántica. 

El  símbolo  <  O  >nm  representará,  en  todos  los  casos,  el  valor  esperado  de  un  dado 
operador  O  entre  los  autoestados  independientes  del  tiempo  del  oscilador  armónico  carac¬ 
terizados  por  los  números  cuánticos  n  y  rn.  Formalmente 


^  O  n  rn.  — 


/: 


dx4>*n{x)0^m{x) 


Para  el  operador  posición  x  el  valor  esperado  <  x  >nm  se  expresa 


<  X  1 >nm. ,  — 


/oo 

dx(j)*n(x)x(j)m{x) 

—  OO 


o  o 

/OO  x  x 

dxe  Hn(^-)xe 

—  OO 


bC 


'bC 


donde  hemos  escrito,  para  los  factores  de  normalización 

1 


Nn  = 


y/602nn!y/7T 

Efectuando  el  cambio  de  variables  x  =  pb o,  la  integral  toma  la  forma 

/OO 

dp  e~p2 Hn{p)pHm(p) 

—  OO 

si  ahora  reemplazamos  pHm  (p)  por 


pHm(p)  =  -Hm+i{p)  +  mHm-i(p) 


obtenemos,  para  la  integral 
<  X  ^>nm  =  NnNmb0 
y  el  resultado  final  es 


dp  e  p  Hn(p )  (  -Hm+i(p)  +mHm-i(p) 


<  X  ^>nm  —  NnNmb0 


^  1-1  4“ 


2nn\\pK 


(8.4.5) 

(8.4.6) 

(8.4.7) 

(8.4.8) 

(8.4.9) 

(8.4.10) 

(8.4.11) 


de  donde,  reemplazando  los  factores  de  normalización  por  sus  valores  e  implementando 
las  relaciones  entre  indices  según  cada  factor  St  J  en  cada  término,  resulta 


<  x  — 


bo_ 

V2 


Vn+  +  V^<^n,m+l  • 


(8.4.12) 
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Procediendo  de  manera  análoga  podemos  obtener  los  siguientes  valores  esperados 

<  X  > nm  =  +  l<5n,m— 1  +  \/ñán.,?7i-|-l] 


<  >r 


r  _  _ 

\/(n  +  l)(n  +  2)ón+2,m  +  \J n(n  —  l)án-2,m  +  (2n  +  l)án,m 


^  P  nm  —  ¿ ^  4“  y/ñdn—  l,m\ 


<P  >  r 


fjf  r  _  _ 

■  2^2  V(n  +  1  )(n  +  2)án+2,m  +  \/n(n  -  l)án-2,m  -  (2ra  +  l)án,m 


(8.4.13) 


Con  estos  elementos  podemos  ahora  escribir  la  expresión  para  el  valor  esperado  de  un  dado 
operador  en  la  función  de  onda  del  oscilador  armónico. 


<o>  = 


/  dx(f>*(x,t)Ó4>(xU) 

J  —  oo 

^2  a*name^En~Em)t/n<  Ó 


(8.4.14) 


Calcularemos,  en  primer  lugar,  el  valor  esperado  del  Hamiltoniano 

<  H  >  =  -J—  <  p2  >  +\muj2  <  x2  > 

2m  2 


J2  a*kai  e%{Ek  El)t,k  P2  >ki  +  \mu:2  <  x 2  >ki 

k,l  L 


(8.4.15) 


Utilizando  los  resultados  (8.4.13)  para  los  valores  esperados  entre  auto-estados  del  oscilador 
obtenemos 

<  H  >=£<4«,  ^  (|)]  (2k+  1)  4,  (8.4.16) 


Como 


ti2  mio2bQ  huj 


(8.4.17) 


reemplazando  en  la  expresión  para  el  valor  esperado  del  Hamiltoniano  (8.4.16)  llegamos 
al  resultado 


<H>  =  ak  \2(2k  +  1)  — 

k 

=  ^2 1  \2  Ek 


(8.4.18) 


Este  resultado  expresa  que: 

El  valor  esperado  del  Hamiltoniano  es  igual  a  la  suma  sobre  los  autoestados  (k)  del 
producto  de  la  energía  ( E k)  de  cada  autoestado  por  el  cuadrado  del  módulo  de  la  amplitud 
correspondiente  a  dicho  autoestado  (ak)  en  la  función  de  onda , 

y  está  de  acuerdo  con  el  resultado  obtenido  en  el  capítulo  anterior  (Ecuación  (7.6.13)). 
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8.5  Desviación  del  valor  medio 


La  utilización  de  las  expresiones  que  hemos  presentado  en  la  sección  anterior,  conduce  a 
la  siguiente  definición  de  la  desviación  cuadrática  del  valor  medio  del  operador  posición 


<Al2)  =  /*•(*.*)(*-(*»>«».*)* 
+  (x)2  í  (j>*(x,t)(f)(x,t)dx 


—  2(x)  J  4>*(x,t)x(j)(x,t)dx 
=  (x2)  -  (*)2 

Análogamente,  para  el  operador  momento  tenemos 

(A p2)  =  J  {p))2(j)(x,t)da 


(8.5.1) 


=  J 

+  4>*{x,  t)4>(x,t)dx 

—  2 (p)  j  (f>*(x,t)p(f)(x,t)dx 

=  (P2)  -  (P)2  (8-5.2) 


Consideremos,  por  sencillez  del  cálculo,  que  ambas  desviaciones  se  calculan  sobre  un  dado 
estado  del  oscilador,  cuyo  número  cuántico  es  n,  entonces  es  fácil  verificar  que 

(Ax2)n  =  (2n  +  l)y 

(A  p\  =  (2«+1)¿2  (8.5.3) 

De  esta  manera,  tenemos,  para  el  producto  de  desviaciones 

(Ax2)n(Ap2)n  =  (8.5.4) 

En  definitiva,  para  cada  autoestado  del  oscilador  armónico  unidimensional,  el  producto 
de  las  desviaciones  de  los  valores  medios  del  operador  posición  y  del  operador  momento 
es  una  cantidad  proporcional  a  h 

E 

AxA  pn  =  —  =  (n  +  l/2)h  (8.5.5) 

(jü 

Este  resultado  está  de  acuerdo  con  el  principio  de  incerteza ,  cuya  primera  manifestación 
fue  el  carácter  no-conmutativo  del  producto  de  los  operadores  posición  y  momento.  Es 
conveniente  destacar  que  esta  indeterminación  no  es  consecuencia  de  ninguna  limitación 
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Figura  8.3:  Comparación  de  las  probabilidades  clásica  (línea  llena)  y  cuántica  (línea  de 
puntos)  para  el  oscilador  armónico  en  el  autoestado  con  n  =  10 


de  tipo  experimental,  sino  que  está  dictada  por  la  estructura  de  los  operadores  involu¬ 
crados  en  el  producto,  ya  que  se  trata  de  operadores  complementarios,  como  hemos  visto 
anteriormente. 


Finalmente,  cabe  formular  la  pregunta  respecto  a  la  correspondencia  entre  valores 
clásicos  y  cuánticos,  para  los  observables  en  el  problema  del  oscilador  armónico.  Para 
calcular  la  probabilidad  clásica  definiremos,  a  partir  de  la  expresión  de  la  energía,  la 
cantidad 


P{x) 


el  sica 


dx 


(8.5.6) 


donde  T  es  el  periodo  del  oscilador  y 


v  = 


(8.5.7) 


La  expresión  P (x) dsicadx ,  (8.5.6),  es  una  medida  del  tiempo  que  el  oscilador  permanece 
en  la  posición  x.  La  ecuación  (8.5.7)  define  los  puntos  de  retorno  de  la  trayectoria  clásica 
a  partir  de  los  ceros  de  la  velocidad,  es  decir  los  puntos  donde  E  =  V(xr),  con  la  obvia 
solución 

/  2  E 

xr  =  ±\  - ~  8.5.8 

V  mw¿ 

Para  comparar  con  el  caso  cuántico,  calcularemos  la  expresión  de  la  velocidad  clásica,  reem¬ 
plazando  la  energía  del  oscilador  por  su  valor  cuántico  en  función  del  número  cuántico  n. 
El  resultado  se  muestra  en  la  Figura  8.3.  Vemos  claramente  que  a  medida  que  aumenta¬ 
mos  el  valor  de  n  los  valores  clásicos  representan  muy  bien  las  distribuciones  cuánticas. 
Aunque  estas  últimas  presentan  oscilaciones,  el  número  de  estas  oscilaciones  aumenta  con 
n  y  el  valor  clásico  representa  razonablemente  el  comportamiento  medio  de  las  curvas. 
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8.6  Principio  de  correspondencia 


A  partir  del  ejemplo  anterior  podemos  enunciar  el  Principio  de  Correspondencia ,  postulado 
por  Bohr,  diciendo  que 

Los  valores  esperados  de  un  dado  observable  se  corresponden  con  los  valores  clásicos  de 
la  magnitud  asociada  al  operador  en  el  límite  de  grandes  valores  de  los  números  cuánticos 
que  caracterizan  los  estados  sobre  los  que  actúa  el  operador. 

Este  principio  refleja  la  importancia  del  concepto  relacionado  con  la  interpretación  de 
la  teoría,  en  conjunción  con  las  reglas  propias  de  la  teoría  cuántica. 


8.7  Resumen  del  capítulo 

•  Oscilador  armónico  unidimensional  clásico 

•  Oscilador  cuántico 

•  Soluciones  de  la  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo 

•  Polinomios  de  Hermite  y  sus  propiedades 

•  Valores  medios  y  desviaciones  de  los  valores  medios  para  los  operadores  x  y  p 

•  Relación  de  incerteza  en  el  producto  AxAp 

•  Principio  de  correspondencia 

8.8  Problemas 

1.  Calcular,  mediante  la  aplicación  del  operador  diferencial 

(8.8.1) 

las  funciones  de  onda  del  oscilador  armónico  unidimensional,  con  n  =  0  — >•  10. 

2.  Calcular  el  factor  de  normalización  para  las  tres  primeras  funciones  de  onda  del 
oscilador  armónico. 

3.  Calcular,  por  integración  de  las  funciones  de  onda,  los  valores  esperados  del  Hamil- 
toniano  en  los  primeros  tres  estados  del  oscilador  armónico. 

4.  Calcular,  por  integración  de  las  funciones  de  onda,  las  dispersiones  medias  cuadráticas 
de  los  operadores  de  posición  y  momento,  en  los  tres  primeros  estados  del  oscilador 
armónico. 


Capítulo  9 

POZOS  Y  BARRERAS  DE 
POTENCIAL 

9.1  Introducción 

En  este  capítulo  nos  dedicaremos  a  estudiar  soluciones  sencillas  de  la  ecuación  de  Schródinger, 
en  sistemas  de  una  dimensión  espacial.  Consideraremos  el  caso  de  potenciales  unidimen¬ 
sionales,  para  estudiar  la  aparición  de  estados  ligados ,  y  algunos  ejemplos  de  barreras  de 
potencial ,  para  estudiar  el  movimiento  de  partículas  bajo  condiciones  muy  diferentes  a  las 
que  rigen  en  la  Mecánica  Clásica. 


9.2  Pozo  cuadrado  en  una  dimensión. 

Comenzaremos  estudiando  el  movimiento  de  una  partícula  de  masa  m  en  presencia  de  un 
potencial  de  la  forma 


V(x)  =  0  |  x  |>  a 

=  —Vq  |  x  |<  o 


(9.2.1) 


La  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo  se  escribe 


2 m  dx2 


+  V(x) 


4>(x)  =  Ec¡){x ) 


(9.2.2) 


Si  definimos  la  función 


la  ecuación  toma  la  forma 


k(x) 


dx 2 


+  k 2  (x) 


4>(x)  =  0 


(9.2.3) 

(9.2.4) 


Como  k{x)  es  una  función  constante  a  intervalos,  ya  que  V(x)  es  una  función  constante  a 
intervalos,  las  soluciones  de  esta  ecuación  son  de  tipo  oscilatorio  (4>  ~  e±ífca;)  si  es  reaj 
(E  —  V  >  0)  o  de  tipo  exponencial  (cj)  ~  e±fca;)  si  k  es  imaginario  {E  —  V  <  0).  Si  con¬ 
sideramos  energías  positivas  el  movimiento  de  la  partícula,  como  ocurre  en  el  caso  clásico, 
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no  estará  limitado  a  la  región  de  potencial  no  nulo.  Si  en  cambio  consideramos  E  <  0  la 
partícula  estará  confinada  en  la  región  donde  V(x )  /  0,  ya  que  en  la  región  exterior  su 
energía  cinética  es  negativa. 


9.2.1  Soluciones  de  energía  negativa 

Si  definimos  regiones,  para  indicar  los  valores  de  x  respecto  a  los  puntos  x  =  =t a,  podemos 
indicar  las  correspondientes:  — oo  <  x  <  —a  (región  /),  —a  <  x  <  a  (región  II)  y 
a  <  x  <  oo  (región  III).  Si  la  energía  es  negativa  E  =  —  |  E  |,  la  función  k(x)  tomará  los 
valores 


k(x)  =  q  =  \l  ~jyf(Vo—  I  E 


x  |<  a  (II) 


2  m 


=  in  =  i  \  —5-  I  E  I  I  x  |>  a  (RIII) 
nz 


La  solución  interior  (región  II)  satisface  la  ecuación 


(R_ 

dx 2 


+  q 


4>(x)  =  o 


de  manera  que  la  combinación  lineal 


(9.2.5) 


(9.2.6) 


(¡)ii  (x)  =  A  eos  qx  +  B  sin  qx  (9.2.7) 

es  una  solución  aceptable.  Para  las  regiones  I  y  III  (soluciones  exteriores)  la  ecuación  de 
Schrodinger  es  de  la  forma 

<t>(x)  =  0  (9.2.8) 

y  en  general,  las  soluciones  se  pueden  expresar  mediante  las  combinaciones  lineales 


0/ (s)  =  Ce~KX  +  DeKX 

fan(x)  =  D'e~KX  +  C'eKX  (9.2.9) 

Como  las  funciones  deben  ser  finitas  en  x  =  ±00  las  constantes  C  y  C'  deben  anularse,  en 
consecuencia  las  soluciones  aceptables  son  de  la  forma: 

4>i  (x)  =  D  eKX 

<t>in(x)  =  D'  e~KX  (9.2.10) 


Resumiendo,  para  cada  una  de  las  regiones  en  las  que  hemos  dividido  al  eje  x  según  los 
valores  de  V (x)  tenemos: 


=  D  eKX 

=  A  eos  qx  +  B  sin  qx 
=  D'  e 


0/0*0 
07/  0*0 
077/0*0 


—  KX 


(9.2.11) 
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Para  obtener  la  expresión  correspondiente  a  cada  constante  debemos  imponer  las  condi¬ 
ciones  de  continuidad,  para  las  funciones  4>r{x)  y  sus  derivadas  ^ Pr(x )  (el  subíndice  R 
indica  las  regiones  I,II  o  III)  en  los  puntos  x  =  =L a.  Estas  condiciones  se  escriben 


<t>i{x  =  ~a) 

(d± A 

V  dx  )  {x=_a) 

<j>n(x  =  a) 
fd(t>  n\ 

V  dx  )  {x=a) 


4 >n(x 


4>m{x  -- 
í  d4>m 
V  dx 


-a) 


( x=—a ) 
1  a) 

),  , 


de  donde  resultan  las  siguientes  igualdades 


De~Ka 

nDe~Ka 

D'e~Ka 

-nD'e~na 


A  eos  qa  —  B  sin  qa 
qA  sin  qa  +  qB  eos  qa 
A  eos  qa  +  B  sin  qa 
—qA  sin  qa  +  qB  eos  qa 


Eliminando  factores  comunes,  estas  ecuaciones  se  reducen  a 


D 

1Ñ 


A  eos  qa  —  B  sin  qa 
A  eos  qa  +  B  sin  qa 
Aq  sin  qa  +  qB  eos  qa 
—Aq  sin  qa  +  qB  eos  qa 


si  igualamos  ambas  ecuaciones  resulta 


aA  +  B  A  —  aB 
aA  —  B  A  +  aB 


(9.2.12) 


(9.2.13) 


(9.2.14) 


(9.2.15) 


donde  a= tan  qa.  Si  realizamos  los  productos  correspondientes,  esta  igualdad  se  transforma 
en 

AB(a2  +  1)  =  0  (9.2.16) 

y  por  lo  tanto  tendremos  soluciones  para  las  siguientes  combinaciones  de  parámetros: 
A  =  0,  B  /  0  (conjunto  1)  y  A  /  0,  B  =  0  (conjunto  2).  Las  soluciones  del  conjunto  1  son 
funciones  impares  frente  al  intercambio  de  x  por  —x,  ya  que,  para  A  =  0,  B  /  0  resulta 
D  =  —D'  y  por  lo  tanto: 


0/(®)  =  D  eKX 

(pir(x)  =  Bs'mqx 

<hn{x)  =  -D  e~KX  (9.2.17) 

Si  en  cambio  tomamos  la  combinación  A  ^  0,  B  =  0  (conjunto  2)  resulta  D  =  D'  y  las 
soluciones  correspondientes  son  funciones  pares  frente  al  cambio  de  x  por  —x.  En  efecto 

¿/(®)  =  D  eKX 
4>n(x)  =  Acosqx 

4>ni(x)  =  D  e~KX 


(9.2.18) 
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Para  determinar  los  valores  de  las  amplitudes  A(B),D,D',  volvemos  a  escribir  las  ecua¬ 
ciones  de  continuidad  (escribiremos  solo  las  condiciones  para  las  funciones  impares) 

De~Ka  =  -B  sin  qa 

nDe~Ka  =  qB  eos  qa  (9.2.19) 

de  donde  resulta  la  ecuación 

tan  qa  = ——  (9.2.20) 

K 

Esta  ecuación,  conocida  como  ecuación  de  consistencia,  determina  los  valores  posibles 
de  k  y  q,  en  función  de  la  energía  E  y  al  mismo  tiempo  fija  el  valor  de  la  energía  que 
satisface  las  condiciones  de  continuidad.  Siguiendo  con  el  caso  de  las  soluciones  impares, 
mostraremos  que  estos  valores  están  cuantificados.  Escribiendo 

C  =  qa 

7]  =  na  (9.2.21) 

y  reemplazando  k  y  q  por  sus  valores,  tomando  cuadrados  y  sumando  resulta 

C2  +  V2  =  fjr^oa2  (9.2.22) 

por  lo  tanto,  a  partir  de  la  ecuación  de  consistencia 

t  Í9  "I  — i/2 

tanC  = - =  —  C  —  C2  (9.2.23) 

7]  l  Ir 

Esta  es,  nuevamente,  una  ecuación  trascendente.  Si  graficamos  los  valores  de  las  funciones 

/i(C)  =  tan£ 

ro  l  -1/2 

/2(C)  =  c[-|Voa2-C2J  (9-2.24) 

obtenemos  los  comportamientos  que  se  muestran  en  la  Figura  9.1.  En  esa  figura  hemos 
tomado  el  valor  dimite  como  parámetro  de  corte.  Si  este  valor  es  menor  a  7t/2  no  existen 
estados  ligados,  es  decir:  estados  para  los  cuales  la  identidad  fi(()  =  —  /2(C)  se  cumple.  Si 
en  cambio  ese  valor  esta  comprendido  en  el  intervalo  ( tt/2,3tt/2 )  existe  un  estado  ligado, 
que  se  indica  en  la  figura  como  la  intersección  entre  ambas  funciones,  y  asi  siguiendo 
en  los  sucesivos  intervalos,  hasta  alcanzar  el  valor  límite  para  (.  Este  es  un  resultado 
muy  importante,  ya  que:  sólo  pueden  obtenerse  estados  ligados  para  ciertos  valores  de  la 
energía  o  en  otras  palabras  la  energía  de  un  estado  ligado  está  cuantificada. 

Con  los  valores  de  la  energía  determinados  de  esta  manera,  que  son  los  correspondientes 
a  las  intersecciones  mostradas  en  la  gráfica  9.1  como  C,  (2,  etc,  y  como 

Cn  =  q(En)a 

=  a^l f?0á)-  I  En  |)  (9.2.25) 

resulta,  para  la  energía,  el  valor 

K2  C2 

\En\=V0--— (9.2.26) 
2 m  az 
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0  1  2  3  4  5  6  7 


Figura  9.1:  Soluciones  para  el  pozo  de  potencial  unidimensional.  Los  valores  (¡o  y  Ci  son 
soluciones  de  la  ecuación  de  consistencia  fi(()  =  —  /2(C)- 

Por  lo  tanto,  la  energía  de  los  estados  ligados  (E  <  0)  esta  cuantificada  según  la  relación 

h2  C2 

En  =  (9.2.27) 

2 m  az 

Para  cada  uno  de  estos  valores;  el  índice  n  indica  el  autovalor  respectivo  y  está  relacionado 
con  el  número  de  nodos  (ceros)  de  la  función  de  onda. 

9.2.2  Soluciones  de  energía  positiva 

En  este  caso  las  soluciones  en  las  tres  regiones  son  funciones  oscilatorias.  Definiendo 


K 


7 


2  mE 


h2 


2  m 

w 


( E  +  Vo) 


(9.2.28) 


obtenemos,  para  las  soluciones  a  la  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo 


4>(x  <  —a) 
4>(—a  <  x  <  a) 
4>){x  >  a) 


AeÍKX  +  A'e~ÍKX 
Bér<x  +  B'e~^x 
CeÍKX 


(9.2.29) 


Las  soluciones  de  energía  positiva  en  las  regiones  exteriores  (I,  III)  e  interior  (II),  poseen 
diferentes  números  de  ondas  y  tienden  al  mismo  valor  para  £>V q.  La  situación,  para  las 
soluciones  de  energía  positiva  del  pozo  de  potencial,  es  análoga  al  caso  de  la  propagación 
de  ondas  en  presencia  de  barreras  de  potencial,  como  veremos  en  secciones  próximas. 
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9.3  Pozo  infinito. 

En  el  límite  Vo  — >•  oo  (Pozo  infinito)  la  función  de  onda  se  anula  en  la  región  exterior  al 

potencial.  Esto  implica:  K^ooyg  =  \j Notemos  que  q  toma  valores  finitos 
ya  que  e  =  Vq—  \  E  |  es  la  energía  medida  desde  el  fondo  del  pozo  de  potencial.  Aplicando 
las  condiciones  de  continuidad  en  los  bordes  de  la  zona  donde  existe  el  potencial  y  dado 
que  la  única  solución  posible  es  la  solución  interior  </n{x) 


4>n(x)  =  A  eos  qx  +  B  sin  qx 


(9.3.1) 


la  anulación  de  la  función  de  onda  en  i  =  ±a  implica  que  los  valores  de  q  deben  ser 
múltiplos  enteros,  pares  o  impares,  de  Si 


7T  1 

qn  =  -(n+-)  n  =  0,1,2,... 
a  2 

las  soluciones  pares  (eos  qx)  se  anularán  en  x  =  ±a.  Si  en  cambio 


(9.3.2) 


qn  =  -n  n  =  0,1,2,. 
a 


(9.3.3) 


se  anularán  las  funciones  impares  (sin  qx)  en  x  =  ±a.  Los  valores  de  las  energías  permitidas 
resultan  entonces 

Cn  =  2^  (9'3'4) 
y  para  el  caso  de  funciones  pares  los  autovalores  son 


h2  {ir  1  \  2 
e”  =  2^(«(”+2) 


(9.3.5) 


La  estructura  de  las  funciones  es 


1  /  (n  +  \)ttx 

íx)  =  —=  eos  - 

Va  \  a 


<t>Tpar(x)  =  -^sin(— 

y/a  \  a 


(9.3.6) 


9.4  Densidades  y  corrientes  de  probabilidad 

Discutiremos  ahora  los  conceptos  de  densidad  de  probabilidad  y  de  densidad  de  corriente 
de  probabilidad.  A  partir  de  la  ecuación  de  Schródinger  dependiente  del  tiempo  calculamos 
la  diferencia 

<t>*H<t>  -  (f>H(j)*  =  ih  (c fdt<i>  +  (¡>dt(¡)*)  (9.4.1) 

y  reemplazando  H  por  su  valor 

í'<_£v2+f)0“'#,(“¿v2+'o'#'*  = 


= - V.(0*V0  -  0V0*)  (9.4.2) 

2  m 
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ya  que  la  suma  de  términos  en  V  se  anula  y  la  suma  de  derivadas  segundas  se  reemplaza  por 
la  divergencia  de  los  gradientes  4>*\/(j)  y  (¡N7  (¡>* .  Para  el  término  en  derivadas  temporales 
se  tiene 

ih  (c/)*dt<p  +  <t>d t4>*)  =  ihdt(4>* 4>)  (9.4.3) 

e  igualando  ambas  expresiones 

-^(</>*V2</>  -  <¿W)  =  ihdtiM)  (9-4.4) 

Si  definimos  la  densidad  de  probabilidad 

p  =  (f>*4>  (9.4.5) 

y  la  densidad  de  corriente  de  probabilidad 

ih 

J  = - (<f>V<f>*  -  <f>*V<f>)  (9.4.6) 

2  m 

la  igualdad  se  expresa 

V.J  +  dtp  =  0  (9.4.7) 

Esta  es  la  ecuación  de  continuidad ,  denominada  de  esta  manera  por  su  semejanza  con  la 
ecuación  de  continuidad  de  los  fluidos.  En  este  contexto  describe  la  conservación  de  la 
corriente  de  probabilidad ,  ya  que  si  H  es  independiente  del  tiempo  dtp  =  0  y  la  divergencia 
de  la  corriente  V.  J  se  anula.  Recordemos  que  como  estamos  trabajando  en  una  dimensión 
espacial  V  =  ^yV2  =  |. 

En  los  ejemplos  siguientes  haremos  uso  de  este  resultado. 


9.5  Barreras  de  Potencial 

La  solución  del  pozo  de  potencial,  V  <  0,  muestra  la  existencia  de  estados  ligados.  Las 
energías  de  estos  estados  están  determinadas  por  los  valores  de  (  que  son  soluciones  de  las 
ecuaciones  de  consistencia.  El  problema  correspondiente  a  V  >  0,  barrera  de  potencial  no 
admite  estados  ligados,  como  veremos  a  continuación,  y  exhibe  el  fenómeno  de  penetración 
que  consiste  en  el  movimiento  en  zonas  prohibidas  clásicamente. 

El  potencial  es  de  la  forma:  V  =  0  para  |  x  \>  a,  y  V  =  Vo  para  |  x  \<  a  .  La  ecuación 
de  Schródinger  independiente  del  tiempo  toma  la  forma 

(“£É  +  yo)  <t>{x)  =  Ec¡){x)  |  x  |<  a 

(-5S3&)  =  E<t>(x)  \*\>a 

(9.5.1) 

Clásicamente,  si  E  <  Vq  no  hay  movimiento  en  el  interior  de  la  barrera.  Cuánticamente 
la  situación  es  muy  diferente,  como  veremos  a  continuación. 

En  la  región  exterior 

(£  +  k2¥M  =  o 


K  = 


2  mE 

~TT~ 


(9.5.2) 
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y  en  consecuencia  las  soluciones  son  de  la  forma 

<¡>i{x)  =  A  eÍKX  +  A'  e~ÍKX  x  <  -a  (9.5.3) 

Esta  solución  representa  la  superposición  de  la  onda  incidente  y  la  onda  reflejada.  En  la 
región  exterior,  a  la  derecha  de  la  barrera,  la  solución  toma  la  forma 

4>iii(x)  =  C  éKX  x  >  a  (9.5.4) 

En  la  región  II,  que  es  la  región  de  localización  de  la  barrera  de  potencial  Vq,  las  soluciones 
serán  de  tipo  oscilatorio  si  E  >  Vq 


(j§r  +  q2)4>n(x)  =  o 

9  =  (9.5.5) 

de  donde 

<¡>n[x)  =  B  eiqx  +  B'  e~iqx  E  >  V0  (9.5.6) 

o  de  tipo  exponencial  si  E  <  Vq 

<t>n(x)  =  B  e~lx  +  B'  e7*  E  <V0  (9.5.7) 

donde  _ 

7  =  ^/|?(V¡ i-E)  (9.5.8) 

En  ambos  casos,  la  imposición  de  las  condiciones  de  continuidad  de  las  funciones  de  onda 
y  de  sus  derivadas  primeras  en  los  puntos  x  =  La,  junto  a  la  condición  de  normalización, 
nos  permitirá  resolver  explícitamente  los  valores  de  las  amplitudes  (A,  A' ,  B ,  B' ,C). 


9.5.1  Solución  para  el  caso  E  <  Vq 

La  imposición  de  las  condiciones  de  continuidad  resulta  en  el  siguiente  sistema  de  ecua¬ 
ciones 


A'(eÍKa)  +  B(-e7“)  +  B'{-e~ia)  +  C(0) 
A'(-meÍKa)  +  B(7e7a)  +  B'{- ye”7"1)  +  C(0) 
A'(0)  +  B(e~^a)  +  5'(e7a)  +  C{-eÍKa ) 
^'(0)  +  5(-7e-7“)  +  B'(7e7a)  +  C(-ÍKeÍKa) 


A{-e~ÍKa ) 
A(-ík  e~ÍKa) 

0 

0 


El  determinante  de  este  sistema  de  ecuaciones  tiene  el  valor 


(9.5.9) 


A  =  -4  i-)Ké2Ka  cosh  (27o)  -  2 {k2  -  72)eí2Ka  sinh  (27a)  (9.5.10) 


Utilizando  este  resultado  podemos  determinar  los  valores  de  las  amplitudes  A!  (onda  re¬ 
flejada)  y  C  (onda  transmitida). 
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Las  expresiones  son  las  siguientes 

C  .4^7 

A  = 

e-i2Ka _ ^7 _ 

27/í  cosh  (27a)  —  i(n2  —  72)  sinh  (27a) 

A'  _  2(72  +  n2)  sinh  (27a) 

~A  =  A 

_  .  e~i2Ka _ (72  +  K2)  sinh  (27a) _ 

27/í  cosh  (27a)  —  í(k2  —  72)  sinh  (27a) 


(9.5.11) 


Para  cada  una  de  las  regiones  en  las  que  hemos  dividido  el  intervalo  de  diferenciación 
de  la  función  de  onda  podemos  definir  las  corrientes  a  cada  lado  de  la  barrera 

hn  ai 2 

Jincidente  * 

m 

■  _  At  ,2 

Jreflejada  —  I  ^  I 

—\r\2 

Jtransmitida  — 

m 

En  consecuencia,  podemos  definir  los  coeficientes 

Jtransmitida 


(9.5.12) 


T  = 
R  = 


Jtransmitida  4“  Jreflejada 
Jreflejada 


(9.5.13) 


Jtransmitida  4“  Jreflejada 

Estos  coeficientes,  a  su  vez,  se  pueden  expresar  como  funciones  de  las  amplitudes,  de  la 
manera  siguiente 

C  2 
A  1 

1 


T  = 


1  4 -  Íe  sinh2  (27a) 


R  =  l4 


/  2 


ÍE  = 


A  ' 

fE  sinh2  (27 a) 

1  4-  Íe  sinh2  (27a) 
V2 


AE{V0  -  E) 

La  condición  de  conservación  de  la  probabilidad  corresponde  a  la  condición 


(9.5.14) 


Jincidente 


jreflejada  4“  Jtransmitida 


1  =  T  +  R 


(9.5.15) 


Desde  el  punto  de  vista  clásico,  la  densidad  de  partículas  en  el  interior  y  a  la  derecha 
de  la  barrera  se  anulan.  Cuánticamente,  en  cambio,  aunque  E  <  Vq  existen  densidades 
no  nulas  en  el  interior  y  exterior  de  la  barrera.  Esta  es  la  manifestación  del  fenómeno 
de  propagación  conocido  como  efecto  túnel,  que  permitió,  entre  otras  cosas,  explicar  la 
emisión  de  partículas  a  por  el  núcleo  atómico,  a  energías  menores  que  la  correspondiente 
a  la  barrera  coulombiana  nuclear  (Efecto  Garnow). 
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9.5.2  Solución  para  el  caso  E  >  Vq 

En  este  caso,  tenemos 


K 


7 


2  niE 


h2 


2  m 

H? 


(■ E  -  Vq) 


(9.5.16) 


y  las  soluciones  a  la  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo  son  de  la  forma 


4>(x  <  —a) 
4>(—a  <  x  <  a) 
4>){x  >  a) 


AeÍKX  +  A'e~ÍKX 
BP~ÍX  +  B'e ~ilx 
CeÍKX 


(9.5.17) 


Aplicando  las  condiciones  de  continuidad  de  las  funciones  y  sus  derivadas  primeras  en  cada 
punto  de  discontinuidad  del  potencial  obtenemos  el  sistema  de  ecuaciones 


A'(-eÍKa)  +  B(e~^a)  +  B\e^a)  +  C{  0) 
A'(iKeÍKa)  +  B{i^e~^a)  +  B'(-i^a)  +  C(0) 
A'(0)  +  B{e^a)  +  B\e-^a)  +  C(-eÍKa) 
A'(0)  +  B(i^a)  +  B'(-iie-^a)  +  C  (—ineÍKa) 


A(e~ÍKa) 

A(ík  e~ÍKa) 

0 

0  (9.5.18) 


El  determinante  de  este  sistema  de  ecuaciones  tiene  el  valor 


A  =  — 47Ke*2Ka  eos  (2 ya)  +  2 í(k2  +  y2)e*2Ka  sin  (2ya)  (9.5.19) 


Con  este  valor,  para  el  coeficiente  de  transmisión  resulta 


En  la  Figura  9.2  se 
función  de  la  energía. 


C 

A  = 


—2  íkcl 


4«7 

“A- 


C 

A 


1  + 


V2 

vo 


■  sin2  (2ya) 


-1/2 


(9.5.20) 


4 E(E  -  V0) 

muestra  el  comportamiento  del  coeficiente  de  transmisión,  como 


9.6  Resumen  del  capítulo. 


•  Pozo  unidimensional. 

•  Pozo  infinito. 

•  Barreras  de  Potencial. 

•  Efecto  túnel. 

•  Aplicaciones. 
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Figura  9.2:  Dependencia  con  la  energía  del  coeficientes  de  transmisión  para  una  barrera 
de  altura  Vq  y  ancho  üq 

9.7  Problemas 

1.  Problema  1:  Estudiar  el  comportamiento  de  las  soluciones  de  la  ecuación  de  Schroedinger, 
independiente  del  tiempo,  correspondiente  al  potencial 

V(x )  =  Vq  >  0  si  —  a  <  x  <  a 

=  0  sí  |  x  |>  a  (9.7.1) 

Considerar  el  caso  E  «  Vo 

2.  Problema  2:  Estudiar,  para  el  caso  anterior,  el  comportamiento  del  coeficiente  de 
transmisón,  en  el  límite 

a^/^(E-F0)>  1  (9.7.2) 

3.  Problema  3:  Estudiar  la  propagación  de  ondas  en  el  potencial 

V(x)  =  V0e~ax  (9.7.3) 


4.  Graficar  el  espectro  de  autovalores  (9.2.27).  Compararlo  con  el  espectro  del  átomo 
de  Bohr  (6.2.14)  y  con  el  espectro  del  oscilador  armónico  (8.3.28). 


Capítulo  10 

CAMPO  CENTRAL 


Continuando  con  la  serie  de  aplicaciones  sencillas  de  los  postulados  básicos  de  la  Mecánica 
Cuántica  nos  dedicaremos,  en  este  capítulo  a  estudiar  el  las  características  básicas  de  las 
soluciones  de  la  ecuación  de  Schródinger  para  potenciales  centrales,  es  decir  para  aquellos 
potenciales  que  poseen  la  simetría 

V{r)  =  V(-r).  (10.0.1) 

Para  ello  tomaremos  dos  casos  representativos  de  esta  simetría:  a)  el  potencial  Coulom- 
biano  entre  cargas  puntuales  y  b)el  oscilador  armónico  en  tres  dimensiones.  Para  ello  re¬ 
solveremos  la  ecuación  de  Schródinger,  aplicando  el  método  de  separación  de  variables,  y 
estudiaremos  la  cuantificación  del  momento  angular.  Los  resultados  obtenidos  serán  com¬ 
parados  con  los  correspondientes  al  modelo  atómico  de  Bohr,  para  el  caso  del  potencial 
Coulombiano,  y  con  los  resultados  del  Capítulo  8,  para  el  caso  del  oscilador  armónico.  Al 
final  del  capítulo  compararemos  las  propiedades  de  las  soluciones  para  ambos  potenciales. 


10.1  Cuantificación  del  momento  angular 

A  partir  de  la  expresión  clásica  del  momento  angular 

l  =  r  x  p  (10.1.1) 

definiremos  el  operador  momento  angular  reemplazando  los  vectores  posición  y  momento 
por  los  operadores  correspondientes 

1  =  -ihr  x  V  (10.1.2) 

El  operador  l  tiene  por  componentes 

f  -h(  d  d\ 

lx  =  -ih  y- - z  — 

\  oz  ay  J 

Íy  = 

\  ox  oz J 

L  =  -íh  (x-k-  -  yjr) 

\  oy  ox J 

(10.1.3) 
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Las  reglas  de  multiplicación  de  estos  operadores  se  pueden  expresar  en  términos  de  los 
conmutadores 


y 


ihlz 


Z 


z 


ihi 


X 


(10.1.4) 


Estas  expresiones  son  fácilmente  verificables  si  se  reemplaza  a  los  operadores  por  sus 
valores,  en  función  de  las  derivadas,  por  ejemplo 

Ix^y  —  P  i.ydz{zd x)  ydz(xdz)  zdy(zdx)  4-  zdy{xdzf) 

—  h  (jj@x  4~  yzdzdx  yxdzdz  z  dydx  á-  zxdydf^ 

ÍyÍx  =  -h2  ((zdx{ydz)  -  zdx{zdy)  -  xdz(ydz)  +  xdz(zdy)) 

=  — K2  (zydxdz  —  z2dxdy  —  xydzdz  +  zxdzdy  +  xdy )  (10.1.5) 

y  la  diferencia  entre  ambas  expresiones  es 

Ix^y  lylx  —  ^  íy^x  xdy) 

=  ih(—ih)(xdy  —  ydx) 

=  ihiz  (10.1.6) 

(por  sencillez  en  la  notación  hemos  escrito  dx  =  etc.).  Estas  relaciones  muestran  que 
las  componentes  del  operador  momento  angular  no  conmutan  entre  sí,  de  manera  que  no 
es  posible  determinar  los  valores  esperados  de  cada  una  de  las  tres  componentes  en  forma 
independiente.  La  determinación  de  una  base  de  funciones  propias  del  operador  momento 
angular  se  puede  efectuar  a  partir  de  la  consideración  de  dos  operadores: 

a) el  operador 

P  =  Px  +  Py  +  Pz  (10.1.7) 

que  representa  el  cuadrado  del  operador  momento  angular,  y 

b) el  operador  lz. 

El  operador  l  posee  un  conjunto  completo  de  funciones  propias,  los  esféricos  armónicos 
que  satisfacen  la  ecuación  de  autovalores 

pYlm{9,  <j>)  =  1(1  +  1  )h2Ylm(6,  <j>)  (10.1.8) 


donde  l  =  0,1, 2....  es  el  número  cuántico  orbital  y  m  =  —  l,  —l  +  1,  —  l  +  2,  ...l  —  1,  l  es  su 
proyección. 

Estas  funciones  son  también  autofunciones  del  operador  lz 

ÍzYim(6 ,  f>)  =  mKYim(0,  f)  (10.1.9) 


10.2  Autofunciones  del  momento  angular 

Las  funciones  Yjm(0,0)  forman  una  base,  respecto  a  las  variables  angulares,  de  manera 
que  cualquier  función  regular  de  los  ángulos,  se  puede  escribir  como  combinación 
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lineal  de  los  esféricos  armónicos 


OO  l 

EE  aimXlmiO ,  4>)  (10.2.1) 

1=0  m=—l 

Los  coeficientes  a/m  se  determinan  a  partir  de  las  relaciones  de  ortogonalidad  entre  esféricos 
armónicos 


aim  =  J  Yl*m(e,(¡))f(d,(j))dn(e,(¡)) 

OO  l'  « 

-  E  E  avm’  /  YCje,<t>)YVm,{e,<t>)dsi{e,<f>) 

l'=0m=-l'  J 

oo  l ’ 

=  ^  ^  y  ^  (10.2.2) 

V= 0 m=-V 


ya  que 

J  Y^{e,<i>)Yl,m,(e,<i>)dn(e,4>)  =  sw,mml  (10.2.3) 

En  las  integrales  anteriores  hemos  utilizado  el  diferencial  de  ángulo  sólido 

dLl  =  sin OdOdcj)  0  <  0  <  7r  0  <  cf>  <  2n  (10.2.4) 

La  forma  explícita  de  las  funciones  Yirn(6, 4>)  es  la  siguiente 

Ylm(0,  </>)  =  JVímif*( eos  8)eim *  (10.2.5) 


donde 


Las  funciones 


Nlm  =  (-1) 


(m+|m|)/2 


(21  +  l)(l—  |  m  [)! 
47t(/+  |  m  |)! 


1/2 


(1  _  x2')lml/2  di+M  r  „  >• 


dxí+lml  Lv 


(10.2.6) 


(10.2.7) 


son  los  polinomios  asociados  de  Legendre.  Los  valores  de  los  esféricos  armónicos,  para  los 
primeros  valores  de  l  y  m  son  los  siguientes: 


Eoo(M) 

YW(8A) 

Yi±i(e,4>) 

Y20(e,(j)) 

y2±2(0A) 

y2±1(oa) 


=  xr^sm2ee±2i* 
V  128t r 

=  =F\/^-sin2  0e±l<t> 

V  32v r 


(10.2.8) 
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La  conjugación  compleja  de  los  esféricos  armónicos  conduce  al  resultado 

Yím{6,<f>)  =  NlmPr  (eos  0)e-im* 

=  (-1  )ml)_m(M)  (10.2.9) 

ya  que 

Ni-m  =  ( -l)mNlm  (10.2.10) 

10.3  Transformación  de  variables 

Si  escribimos  el  conjunto  de  coordenadas  cartesianas  (x,  y ,  z)  en  función  de  las  coordenadas 
esféricas  (r,  9,  <p)  según 


x  =  r  sin  9  eos  q i 
y  =  r  sin  9  sin  (¡> 
z  =  r  eos  9 


las  correspondientes  derivadas  toman  la  forma 


d_ 

dx 

d_ 

dy 


■  n  i  d  1  „  ,  d 

sin  9  eos  <p— — I —  eos  9  eos  cp— 
dr  r  d9 


sin  (p  d 
r  sin  9  d<f> 


.  ,  .  ,  d  1  d 

sin  9  sin  cp— — | —  eos  9  sm  cp—  + 
dr  r  d9 


eos  4>  d 
r  sin  9  d<j> 


d_ 

dz 


eos  9-j- —  -  sin  9^— 
dr  r  d9 


(10.3.1) 


(10.3.2) 


y  reemplazando  en  las  expresiones  para  las  componentes  cartesianas  del  momento  angular 
obtenemos 


t  „  d  \ 

lx  =  iñ  sin  (p—  +  eos  0cot  9—  \ 
\  dO  d(f>  J 

i  .,  (  .  d  .  ,  d 

ly  =  iñ  —  eos  <p—  +  sm^cot  9— 


L  =  —ih 


d 


(10.3.3) 


Idénticamente,  para  el  cuadrado  del  operador  momento  angular  la  transformación  a  vari¬ 
ables  angulares  conduce  a  la  forma 


P  =  -h2 

Si  ahora  escribimos  el  operador 


Id.  d  1  d2 


sin  9  d9 


d2  d2  d2 


V2(x,y,z)  =  —  +  —  + 


en  coordenadas  esféricas  obtenemos: 


V2(r,M)  = 


1  d  ,  o  d 


dx 2  dy 2  dz2 


1  d  .  d  1  d2 

i(sin^)  + 


r2  dr  dr  ^  r2  sin 9  d9x  d9J  '  r2  sin2  9  dej)2 


(10.3.4) 


(10.3.5) 


(10.3.6) 
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Esta  expresión  puede  entonces  re-escribirse  utilizando  la  forma  diferencial  del  operador  l  , 
de  donde 


h2  2 
2  m 


+ 


2  m 

j 2 

2  mr2 


1  d  ^  2  d  , 

r2  dr v  d?’ ' 


(10.3.7) 


10.4  Ecuación  de  Schródinger:  potencial  coulombiano 


Utilizando  la  forma  de  las  derivadas  segundas  en  la  representación  de  coordenadas  esféricas 
podemos  escribir  el  Hamiltoniano 


H  = 


_h2_  í  d2  d2  d2 

2 m  \dx 2  dy 2  dz 2 


+  V  (r) 


de  la  manera  siguiente 


H  =  - 


2  m 


1  ri 


d 


r2  dr  '  dr y 


+  U(r)  + 


2  mr2 


(10.4.1) 


(10.4.2) 


donde  V(r )  es  el  potencial  central  dependiente  de  la  posición.  Podemos  resolver  ahora 
la  ecuación  de  Schródinger  independiente  del  tiempo  para  esta  forma  del  Hamiltoniano  y 
para  el  potencial  coulombiano  entre  cargas  puntuales 

V(r)  =  (10.4.3) 

47T£or 


Los  pasos  a  seguir  son  los  siguientes: 
adscribiremos  para  la  solución 


£(r,M)  =  — bm(M) 

r 


(10.4.4) 


b) aplicaremos  el  método  de  separación  de  variables  para  determinar  la  estructura  de 
las  funciones  radiales  u(r). 

En  el  punto  (a)  hemos  utilizado  ya  el  hecho  de  ser  la  parte  angular  de  la  ecuación 

•  •  •  ^ 

diferencial  directamente  proporcional  al  operador  l  ,  cuyas  autofunciones  son  los  esféricos 
armónicos  Yim(6.  (p). 


10.5  Separación  de  variables 


Utilizando  la  forma  propuesta  para  la  función  de  onda  £(r,  9,  (f>)  y  la  estructura  del  Hamil¬ 
toniano  se  obtiene 


2  m 


1  d  .  o  d  ,u(r ) , 

— -r(r  — . 

rz  dr  dr  r 


Yim(d,<f>) 


+  V(r)^Ylm(0,<f>) 
r 

h2l(l  +  1)  u(r)  v  fa  ^ 

4“  r¡  9  bm(v,  <j>) 

Zmr¿  r 


(10.5.1) 
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Si  ahora  efectuamos  las  derivadas  indicadas  resulta: 


H£(r,d,</>)  = 

+ 

Si  eliminamos  la  parte  angular  de  la  solución,  ya  que 

r 

el  problema  se  limita  a  la  determinación  de  la  parte  radial  de  £(r,  0,  </>). 


Mr)Yim{OA)  +  V(r)-±±Ylm{e,<t>) 


2  mr  dr 2 


h2l(l  +  1)  u{r) 
2  mr2  r 


Yim(e A) 


(10.5.2) 


(10.5.3) 


10.6  Soluciones  de  la  ecuación  radial 


La  ecuación  para  la  parte  radial  se  escribe 
tí2  d2u(r) 


2  m  dr 2 

o  en  forma  más  compacta 


+ 


V(r)  +  H  ^  )  w(r)  =  E<r ) 


d?u(r)  2to/1_,  h2l(l  +  1) 

_Li  +  _(E^(r)._L_iWr)  =  o 


Notemos  que  el  potencial  efectivo 


Vi(r)  =  V(r)  + 


h2l(l  +  T) 
2  mr2 


(10.6.1) 


(10.6.2) 


(10.6.3) 


depende  del  valor  de  l.  Si  V (r)  es  el  potencial  coulombiano  atractivo  entre  cargas  puntuales 
la  suma  de  la  contribución  dependiente  de  l  (o  término  centrífugo)  produce  la  aparición 
de  un  mínimo.  La  posición  del  mínimo  cambia  al  cambiar  los  valores  de  l.  La  condición 


dV¡  (r)" 

í  e' 

n2i(i  +  iy 

dr 

r=rm  n 

Airear2 

mr 3 

=  0 


(10.6.4) 


fija  la  posición  del  mínimo  en  el  valor 


rm„,  =  Lí2 £í(í  +  D 


mr 


y  por  lo  tanto  el  potencial  Vj(r)  en  el  mínimo  tiene  el  valor 

,,,r4 

V¡(r  =  rmn)  =  -- 


me 


32TT2eQh2l(l  +  1) 


(10.6.5) 


(10.6.6) 


De  modo  que  las  características  fundamentales  del  potencial  son  las  siguientes: 

a)  diverge  para  valores  de  r  cercanos  a  0, 

b)  posee  un  mínimo 

c) se  anula  para  valores  de  r  — >  oo. 

La  condición  de  contorno  que  debe  satisfacer  la  solución  u(r)  en  r  =  0  es  la  siguiente 

u(r  =  0)  =  0,  (10.6.7) 

y  es  consecuencia  del  comportamiento  divergente  del  potencial  en  ese  punto. 
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10.7  Autovalores  y  autofunciones 


Trabajaremos  con  la  función  de  prueba,  no  normalizada, 

u(r)  =  e~arrl3F(r) 


(10.7.1) 


donde  F(r)  es  el  polinomio 


F(r)  =  Té  ckr" 


(10.7.2) 


cuyo  comportamiento  está  acotado,  para  r  — >•  oo,  por  ear .  Este  comportamiento  garantiza 
la  validez  de  la  forma  propuesta  para  la  función  u(r).  El  reemplazo  de  la  forma  propuesta 
para  u(r)  en  la  ecuación  diferencial  conduce  a  la  ecuación 

F»+ (g  -  2a)  f' +  [(^)  +  (^  -  2,a)  i + m  - ')  -  ±i»]  r .  o 

(10.7.3) 

Escribiremos  ahora  los  diferentes  términos  en  potencias  de  r,  notando  que  la  expresión 
anterior  contiene  potencias  que  varían  desde  r~2  hasta  rfcmx.  La  expresión  correspondiente 
es  la  siguiente 


\a(- 2)  +  -A(— 1)  +  A(0)  +rA(l)  +  ... 
+rqA(q)  +  ....+  rk™A(kmx)  =  0 


(10.7.4) 


donde 


A(-2)  =  coW-1)- 1(1  +  1)) 


A(— 1)  —  cq  I  2tt£qK¿  ~  2Pa J  ~  1)  —  1(1  +  -*-)) 


.  .  .  (o  2 mE\  f  me 2 

«  =  C“(“  +  +  C1  (  W?  ^ 

T  C2  (/3  (/?  —  1)  —  1(1  +  1)  +  4/3  +  2) 

(  n  2 mE\  (  me2 


A(l)  =  c\  cr  + 


+  C2  (w?  "  2f3a  ~  2a 


+  £3(6  +  6/3  +  /3(/3  —  1)  —  1(1  +  1)) 


.  .  ,  (o  2  mE\  (  me2  n  ,  A 

A(q)  =  cq  í  a  +  —2 -J  +  cq+ 1  ~  2Pa  ~  2aÜ  +  X)J 

+  Cg+2((q  +  2  )(q  +  1)  +  2/3  (q  +  2)  +  /3  (/?  —  1)  —  1(1  +  1)) 


(  o  2mE 

=  cfcmx  [a  + 


(10.7.5) 


La  anulación  del  coeficiente  correspondiente  a  la  potencia  rfcmx  implica 


(10.7.6) 
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que  se  satisface  para  E  <  0.  La  solución  al  problema  de  autovalores  indica  la  existencia 
de  estados  ligados,  como  consecuencia  de  las  condiciones  impuestas  a  F(r),  cuyos  valores 
están  dados  por  la  expresión 

a2h2 

E  = -  (10.7.7) 

2  m  v  ; 

En  el  otro  extremo  de  las  potencias  de  r,  el  coeficiente  del  término  en  r~2  es 

A(-2)  =  c0  (P(P  ~  1)  -  1(1  +  1))  (10.7.8) 

y  su  anulación,  para  cq  /  0  conduce  a  la  condición 

P(P  -  1)  -  1(1  +  1)  =  0  (10.7.9) 

de  donde  resultan  dos  posibles  valores  para  P,  ya  que  la  ecuación  de  segundo  grado 

p2-p-l{l  +  l)  =  0  (10.7.10) 

tiene  como  soluciones  los  valores 

P±  =  2  í1  ^  V7!  +  +  !)) 


y  por  ende 


=  -  (1  ±  (2/  +  1)) 


P-  =  -l 


(10.7.11) 


(10.7.12) 


P-\ -  —  (l  +  1) 


(10.7.13) 


Dado  que  u(r)  debe  anularse  para  r  =  0  el  valor  /?_  debe  descartarse  y  en  consecuencia 
P+  es  el  valor  que  debe  adoptarse.  Si  reemplazamos  estos  valores  de  p  =  P(+)  y  a  en  la 
expresión  del  coeficiente  de  A(q)  y  pedimos  su  anulación,  obtenemos 


Cg+l  —  Cq 


2  a 


(q  +  1)(2Z  +  2  -\-  q) 


q  +  l  +  1  — 


me 


\ 


47reo  h2a  ) 


(10.7.14) 


Esta  relación  de  recurrencia  permite  determinar  los  coeficientes  del  polinomio  F(r),  a 
partir  del  coeficiente  cq.  La  condición  de  corte,  impuesta  al  valor  de  los  coeficientes  para 
Q  ^  &mx  conduce,  en  la  relación  de  recurrencia,  al  resultado 


Cfcmx  +  1  =  0 


(10.7.15) 


que  se  cumple  si 


de  donde  resulta 


/umx  + 1  + 1 _ 


me 


2  \ 


47reo^2a  ) 


=  0 


me 


a  = 


47re0/i2(A:mx  +  1  +  1) 


(10.7.16) 


(10.7.17) 


definiendo  ahora  el  número  entero  n  =  kmx  +  l  +  1  resulta  fcmx  =  n  —  l  —  1,  lo  que  implica 
que  los  valores  de  l  para  un  dado  valor  de  n  no  pueden  superar  el  valor  /mx  =  n  —  1. 
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En  definitiva,  las  condiciones  impuestas  al  comportamiento  de  la  solución  para  la  parte 
radial  de  la  función  de  onda  se  traducen  en  los  siguientes  valores  de  los  parámetros: 


p 

—  1  +  1 

n 

=  1,2,3, .... 

0^ 

1  ^  n  —  1 

1-mx 

=  n—l—1 

1 

a 

aon 

47reo?i2 

ao 

m  ^2 

y  la  autofunción  radial,  no  normalizada,  toma  la  forma 

n—l—1 

Uni{r )  =  e~r/na°  rl+1  ^  ck{nl )  rk 

k= o 

ck+1(nl)  -  c^nl\n){k  +  l)(2l  +  k  +  2)a0 


(10.7.18) 


(10.7.19) 


Con  estos  resultados,  el  problema  de  autovalores  para  el  campo  coulombiano,  se  expresa 
mediante  las  autofunciones  y  autovalores 


/  n—l—l  \ 

Én/M,0)  =Nnl  e-r/“oW  ^  CfcM)^  7¡m(0,^) 

V  k= 0  / 


En 


2maQn 2 


(10.7.20) 


Notemos  que  los  valores  de  la  energía  dependen  solamente  de  n  y  no  de  los  valores  de  l  y 
rn. 

La  constante  de  normalización  Nn¡  se  determina  mediante  el  cálculo  de  la  integral 

r*27T 


'0 


>  rn  pZtt 

drr2  d9  sin 0  d(/>  Ci(r,0,  <£)£„*  (r,  6,  (f>)  =  1  (10.7.21) 

Jo  Jo 


Las  funciones  normalizadas  para  n  =  1  y  n  =  2  son: 


£n=l,i=0  — 

C, n=2,l=0  = 


1 


TTCin 


O~r/ao 


1 _ p-r/2“0/1  _ 


V8- 


7TCLr\ 


(1  -  r/2a0) 


Cn=2,i=i,mi  =  -^=e-r/^-Ylmi{6A) 

24an  ao 


.  Los  autovalores  respectivos  son 


En=n= o  —  — 


(10.7.22) 


h2 


2m,ciQ 


E  -  h2 

&n=2, 1=0,1  ~  - 2 

8man 


(10.7.23) 
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Notemos  que  para  n  =  2  existen  cuatro  estados  con  la  misma  energía,  ya  que  los  autovalores 
no  dependen  de  los  valores  de  l  correspondientes  a  un  dado  valor  de  n.  El  número  de 
estados  con  la  misma  energía  define  la  degeneración ,  f l(n),  de  los  orbitales  con  n  fijo. 
Para  calcular  este  valor  debemos  considerar  los  valores  de  l  permitidos  para  un  dado  n  y 
tomar  en  cuanta  que  cada  uno  de  esos  valores  de  l  implica  la  existencia  de  {21  +  1)  valores 
de  mf. 

n— 1 

fi(ra)  =  ^{21  +  1)  =  2(n(n  -  l)/2 )+n  =  n2  (10.7.24) 

1=0 


10.8  Comparación  con  el  modelo  de  Bohr 

Si  reemplazamos  en  la  expresión  de  los  autovalores  En,  (10.7.20)  la  masa  m,  por  la  masa 
reducida  mM/{m  +  M ),  donde  m  es  la  masa  del  electrón  y  M  es  la  masa  del  protón,  y 
tomamos  en  cuenta  que  m  «  M  de  manera  que  m  — >•  m/{  1  +  (m/M)  y  reemplazamos 
a  o  por  su  valor  obtenemos 


En  =  ~ 


me 


32vr2e2h2 


1 


nr 


(10.8.1) 


en  concordancia  con  el  resultado  de  Bohr.  Naturalmente,  utilizando  el  modelo  de  Bohr 
podemos  describir  solamente  el  espectro,  pero  no  deja  de  ser  sorprendente  el  acuerdo  que 
se  logra  con  respecto  al  tratamiento  completo  basado  en  la  resolución  de  la  ecuación  de 
Schródinger.  La  comparación  de  ambos  tratamientos  demuestra  de  manera  dramática  el 
efecto  de  la  discretización  del  momento  angular  a  la  vez  que  ilustra  también  de  manera 
dramática  el  concepto  de  estado  estacionario,  introducido  por  Bohr  dos  décadas  antes  de 
la  formulación  definitiva  de  las  reglas  de  la  Mecánica  Cuántica  y  de  su  consolidación  como 
teoría. 

Para  verificar  que  el  valor  obtenido  por  Bohr,  para  el  autoestado  correspondiente  a 
una  onda  s  (/  =  0),  está  de  acuerdo  con  el  resultado  cuántico,  consideremos  la  función  de 
onda 


£n=l,Z=0 

El  valor  esperado  del  Hamiltoniano 


1 


,-r/ao 


H  =  - 


2  m 


1 


d  (  2  d  , 
2  dr y  dr ' 


Airear 


(10.8.2) 


(10.8.3) 


en  el  estado  es  igual  a 


En=n= o  — 


/  o 


C=i,i=oHtn=i,i=o^r2dr 


!2 
2  m 
,2 


—  ~7rr  /  C=u=c 


£n=li=C 


l  d  ^  2  d  , 
r2  dr  ‘  dr' 


ín=u=o^r2  dr 


Ín=i,l=o^r2dr 


(10.8.4) 


47T60  Jo 

Reemplazando  la  función  de  onda  por  su  valor,  y  efectuando  las  derivadas  indicadas  en  el 
primer  término  del  lado  derecho  de  la  expresión  (10.8.4),  resulta: 


En=ii= o  —  — 


2  h2 


o-2r/a0  (  _2r  +  ¿ 


ma\ 


o  J  o 


o  o 


dr 
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3— 2r/a0 


7T£ O %  Jo 


(10.8.5) 


Las  integrales  se  pueden  calcular  fácilmente  efectuando  el  cambio  de  variables 


y  teniendo  en  cuenta  que 


obtenemos 


Finalmente,  como 


resulta 


2r  A  2  / 
u  =  —  au  =  — dr 

cío  cío 


e~uun  =  n\ 


E  _  =  &  _  e2 

n-i,í-o  2  mal  47reoao 


47reo  mao 

e2  H2 


En=iti=o  — 


ti2  h 2 


2ma,Q  ma,Q 

h2 


2maQ 


(10.8.6) 


(10.8.7) 


(10.8.8) 


(10.8.9) 


(10.8.10) 


y  este  es  el  valor  que  hemos  obtenido  al  estudiar  el  modelo  atómico  de  Bohr,  ya  que  al 
reemplazar  ao  por  su  valor  resulta 


En=l,l=0 


4 

me 

32Tr2h2eQ 
-13.6  eF 


(10.8.11) 


La  descripción  correcta  de  los  estados  estacionarios  de  un  átomo  o  de  una  molécula 
requiere  del  agregado  en  el  Hamiltoniano  de  otros  términos,  además  de  la  interacción 
coulombiana  en  el  Hamiltoniano. 


10.9  El  oscilador  armónico 


En  esta  sección  mostraremos  la  solución  correspondiente  al  movimiento  en  tres  dimensiones 
espaciales  de  una  partícula  de  masa  m  en  el  potencial  central 


V(r )  =  - mu:2r 2 


(10.9.1) 


siguiendo  el  procedimiento  descripto  en  las  secciones  anteriores.  En  el  Capítulo  8  hemos 
estudiado  la  solución  al  problema  unidemensional.  A  continuación  estudiaremos  el  caso 
en  tres  dimensiones  espaciales,  utilizando  el  método  de  sepación  de  variables  y  trabajando 
con  coordenadas  esféricas,  dado  que  el  potencial  posee  simetría  radial. 
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10.10  Soluciones  de  la  ecuación  radial 


Como  en  el  caso  del  campo  Coulombiano,  la  separación  de  variables  en  la  ecuación  de 
ondas  conduce  a  soluciones  de  la  forma 

— Ylm  (10.10.1) 

r 

La  ecuación  para  la  parte  radial  se  escribe,  como  en  las  secciones  anteriores, 


d2u(r) 
dr 2 


+  | kE-v(r) 


h2l(l  +  i) 
2  mr2 


)u(r)  =  0 


(10.10.2) 


El  potencial 

V)(r)  =  ^ mu2r 2  +  H  (10.10.3) 

depende  explícitamente  de  l.  El  potencial  para  l  =  0  posee  un  mínimo  en  r  =  0  y  no  esta 
acotado  para  valores  grandes  de  r;  para  l  ^  0  posee  un  mínimo  en 


r  =  (1(1  +  l))1/46 


(10.10.4) 


donde 


b=\—  (10.10.5) 

V  mu 

es  la  longitud  característica  del  oscilador.  De  modo  que  el  movimiento  en  la  variable  radial 
tiende  a  confinar  o  limitar  a  la  función  de  onda  en  las  regiones  interiores  del  potencial  y 
la  posición  del  centro  de  confinamiento,  que  es  el  valor  de  r  en  el  mínimo  del  potencial,  se 
desplaza  a  medida  que  aumentan  los  valores  de  l.  Las  características  fundamentales  del 
potencial  son  las  siguientes: 


a) diverge  en  r  =  0  si  l  /  0,  y  se  anula  en  r  =  0  solo  para  l  =  0 

b) posee  un  mínimo  en  r  =  (1(1  +  l))1^4^ 

c) tiende  a  infinito  para  valores  de  r  — >•  oo,  como  r2. 

En  consecuencia,  las  condiciones  de  contorno  que  debe  satisfacer  la  solución  u(r )  son 
las  siguientes: 

u(r  =  oo)  =  0  (10.10.6) 

para  cualquier  valor  de  l,  y 

u(r  =  0)  =  0  (10.10.7) 

para  l  /  0. 


10.11  Autovalores  y  autofunciones 

Trabajaremos  con  la  función  de  prueba,  no  normalizada, 

u(r)  =  e~ar2  rl+1  L(r)  (10.11.1) 

donde  L(r)  es  el  polinomio 

^max 

L(r )  =  ^2  a2kr2k 

k= 0 


(10.11.2) 
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cuyo  comportamiento  está  acotado,  para  r  — >•  oo,  por  ear  .  El  reemplazo  de  la  forma 
propuesta  para  u(r)  en  la  ecuación  diferencial  conduce  a  la  ecuación 


L"  + 


21  +  1 


—  4 ar  |  L'  + 


_  4a(i  +  2)  +  4aV  -  ’Yfr*  )L  =  0  (10.11.3) 


El  valor  de  a  se  determina  a  partir  de  la  igualdad 


2  2  m2u2  2 
4a  r  =  — -75—  r 
ñz 


(10.11.4) 


que  permite  eliminar  los  términos  en  r 2  que  multiplican  a  L(r).  En  consecuencia 


mu: 


1 


a  = 


(10.11.5) 


2  h  2  b2 

donde  b  =  es  el  parámetro  de  escala  del  oscilador  (ver  Capítulo  8).  Escribiremos 

ahora  los  diferentes  términos  en  potencias  de  r: 

&mx 


£ 

a2k(2k)(2k  -  1  )r2k~2 

k= 1 

&mx 

+£ 

\a2k(2k)(2{l  +  1)  4ar)r2k~1} 

V 

k= 1 

1 

&mx 

+£ 

k=  1 

/r >i\,2mE  3..  ok 

a2k{2k){  h2  4 a(l+2))r-k 

=  0 


(10.11.6) 


y  a  partir  de  este  desarrollo,  la  anulación  de  los  coeficientes  de  las  diferentes  potencias  de 
r  se  escribe 


(?'0)  — >  flo(-^  —  4 a(l  +  — ))  +  a2 {4(1  +  1)  +  2)  =  0 

(r2)  — >  o,2(X  —  4a  (/  +  — )  —  8a)  +  04(8  (l  +  1)  +  12)  =  0 

(r4)  — >  0,2  (X  —  4a  (/  +  — )  —  16a)  +  üq(12(1  +  1)  +  30)  =  0 

(r2kmx)  ->•  a2fcmx( A  -  4a(l  +  ^)  -  8fcmxa)  =  0 

(10.11.7) 


donde  hemos  escrito 


2m£ 

A  = 


(10.11.8) 


La  anulación  del  coeficiente  correspondiente  a  la  potencia  r2k 


mx 


implica  el  valor  de  corte 


k 


mx 


A  —  4a(Z  +  |) 
8a 


(10.11.9) 


La  existencia  de  un  valor  de  corte  para  la  serie  de  potencias  de  r  es  consecuencia,  tal  como 
hemos  discutido  en  el  caso  del  campo  Coulombiano,  de  la  imposición  de  condiciones  de 
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contorno  para  u(r).  De  acuerdo  a  la  forma  del  potencial,  L(r)  está  acotada  por  ear  .  A 
partir  del  valor  de  corte  kmax  podemos  escribir 

E  =  (2/Cmx  +  l  +  l  +  ^)hoj  (10.11.10) 

para  a  =  Con  este  valor  de  a  la  energía  E  se  expresa  en  unidades  de  huj.  Si  escribimos 

2  kmx  +  l  =  N  (10.11.11) 

resulta 

E  =  (N  +  ^)huj  (10.11.12) 

Esta  ecuación  expresa  la  discretización  de  los  valores  permitidos  para  la  energía.  Como  N 
es  necesariamente  un  número  entero,  ya  que  l  y  kmx  lo  son,  los  valores  de  E  difieren  en  la 
cantidad  constante 

A  E=^hw  (10.11.13) 


La  igualdad 

2  kmx  +  l  =  N  (10.11.14) 

implica 

2  kmx  =  N-l  (10.11.15) 

y  por  lo  tanto,  como  2fcmx=0,2,4,.etc,  los  valores  de  l  están  sujetos  a  la  condición 

l  =  0,2,..,  A  si  A  es  par 

l  =  1,3,..,  A  si  A  es  impar  (10.11.16) 


La  variación  de  los  valores  de  2 kmx  con  l,  para  A  fijo,  implica  la  depedencia  efectiva  de  E 
respecto  a  un  único  número  cuántico,  A. 

Retornando  al  problema  de  la  determinación  de  los  coeficientes  del  polinomio  L(r),  la 
relación  entre  ellos  es  la  siguiente: 


A  —  4  a(l  +  |  —  8ka 

ü2k+ 2  “  4 (l  +  1  ){k  +  1)  -  2 (fe  +  l)[2h  +  l)a2k 

de  donde,  reemplazando  kmx  su  valor  resulta: 

_  4a(fcmax  k 
ü2k+ 2  ~  (k  +  1) (2Z  —  2A:  +  1)  °2fc 


(10.11.17) 


(10.11.18) 


para  k  =  0, 1, ...  <  kmx. 

10.12  Funciones  de  onda 


La  función  de  onda 


r 


(10.12.1) 
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N 

l 

/tmx 

cío 

<32 

04 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

i 

0 

2 

0 

i 

1 

2 

2 
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0 

1 

3 

1 

1 

1 

col 

3 

3 

0 

1 

4 

0 

2 

1 

4 

F 

4 

4 

2 

1 

1 

2 

BU 

4 

4 

0 

1 

Tabla  10.1:  Coeficientes  de  los  polinomios  L(r )  =  ]Cfc=o  a2kr'2k 


está  normalizada  de  acuerdo  a  la  integral 

A2m  I  dO  Y?m(d,  <¡>)Ylm(9,  0)  J  dr  uNl(r)2  =  1  (10.12.2) 

La  constante  de  normalización  Ani  se  determina,  en  consecuencia,  reemplazando  u^i(r) 
por  su  expresión  e  integrando.  El  resultado  es: 

roo  (AT-Q/2 

/  dr  uNl(r)2  =  V  a2ka2k,  /  dr  r2(-l+1+k+k '>  e-"2/62  (10.12.3) 

"'°  k,k'=0  ’  0 

La  integral  radial  se  puede  calcular  en  forma  exacta,  ya  que  mediante  el  cambio  de  variables 


t  =  r2/b2  — >•  r  =  y  dr  = 


2y/t 


dt 


se  obtiene 


i  1  /*oo 

-\-k-\-k') g—D [D  _  _ ^2(/+/c+/c/+3/2)  /  ^  í^/+A:+fc/+l/2 

2  ,/n 


(10.12.4) 


(10.12.5) 


Utilizando  la  definición  de  la  función  L,  que  ya  hemos  introducido  en  capítulos  anteriores, 
reemplazamos  la  integral  radial  por  su  valor  T(l  +  k  +  k!  +  3/2)  y  finalmente 


Ani  = 


(N—l)/2 


-i  -1/2 


^  ^  a2fea2fc/62(í+fc+fc'+3/2)r(/  +  k  +  fe'  +  3/2) 


k,k'= 0 


(10.12.6) 


La  tabla  10.1  muestra  la  estructura  de  los  polinomios  L(r),  para  0  <  N  <  4 


Como  hemos  demostrado,  el  valor  de  la  energía  depende  solamente  del  número  cuántico 
principal  N.  Como  a  cada  valor  de  N  se  asocia  un  cierto  número  de  valores  de  l  y  cada 
valor  de  l  admite,  a  su  vez,  =  (21  +  1)  valores  de  la  proyección  m,  el  número  total  de 
estados  que  se  asocian  a  un  dado  valor  de  N,  y  que  por  lo  tanto  poseen  la  misma  energía, 
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es: 


LIn  =  ^  = 

i 


Aunque  al  desarrollar  la  expresión  anterior  hemos  supuesto  que  N  es  par,  el  mismo  resul¬ 
tado  vale  para  N  impar,  si  reemplazamos  los  límites  inferiores  y  superiores  de  las  sumas 
por  k  =  1  y  k  =  (N  +  l)/2,  respectivamente.  En  definitiva,  para  un  dado  valor  de  N  la 
degeneración  del  espectro  está  dada  por 

nN  =  (N  +  T){N/2  +  1)  (10.12.8) 

y  en  consecuencia,  existen  1, 3,  6, 15,  21,  etc  estados  degenerados  para  N  =  0,1, 2,  3, 4,  5, etc. 


N/2 

J2(2(2k)  +  1) 

k= 0 

N/2  N/2 

“Ek+E1 

k= 0  k= 0 

4((JV/2)(JV/2  +  l))/2  +  (N/2  +  1) 
(1  +  N)((N/2)  +  1). 


(10.12.7) 
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10.13  Resumen  del  capítulo 

•  Cuantificación  del  momento  angular 

•  Autofunciones  del  momento  angular 

•  Transformación  de  variables 

•  Potencial  coulombiano 

•  Separación  de  variables 

•  Soluciones  de  la  ecuación  radial 

•  Autovalores 


10.14  Problemas 

1.  Graficar  las  funciones  Yim(0(f> ),  con  l  =  1  y  mi  =  0,  ±1.  Graficar  también  el  cuadrado 
del  módulo  de  estas  funciones. 

2.  Expresar  las  componentes  del  gradiente  en  coordenadas  cilindricas  y  expresar  las 
componentes  de  l  en  esta  base. 

3.  Expresar  las  componentes  del  laplaciano  V2  en  coordenadas  cilindricas.  Aplique  el 
método  de  separación  de  variables  a  este  caso. 

4.  Idem  problema  anterior,  para  coordenadas  cartesianas  ( x,y,z ).  Discuta  la  solución 
del  problema 

X72F(x,y,z)  =  0  (10.14.1) 

en  un  recinto  La,  ±b,  ±c  y  considere  que  la  función  F  se  anula  si  las  coordenadas 
x,  y  o  z  toman  valores  en  los  extremos  del  recinto. 

5.  Comparar  gráficamente  las  funciones  de  onda  radiales  y  la  distribuciones  de  prob¬ 
abilidad  para  los  primeros  autoestados  de  a) el  oscilador  armónico  y  b)el  potencial 
coulombiano. 

6.  Calcular  los  valores  esperados  del  operador  r2Y20  en  los  autoestados  con  n  =  2  a)del 
oscilador  armónico  y  b)del  potencial  coulombiano. 


Capítulo  11 

ESTADÍSTICAS  CUÁNTICAS 


11.1  Introducción 

En  este  capítulo  presentaremos  los  conceptos  básicos  de  las  estadísticas  cuánticas.  Comen¬ 
zaremos  discutiendo  el  concepto  de  momento  angular  intrínseco  o  spin  y  su  relación  con 
la  simetría  o  antisimetría  de  las  funciones  de  onda  que  representan  partículas  o  sis¬ 
temas  de  partículas.  Más  adelante  repasaremos  los  conceptos  de  probabilidad  y  sumas 
estadísticas,  ya  adelantados  en  el  Capítulo  5  e  introduciremos  el  concepto  de  número  de 
ocupación.  Finalmente,  presentaremos  en  forma  sencilla  las  estadísticas  cuánticas  (Ferrni- 
Dirac,  Bose-Einstein,  Planck)  y  discutiremos  su  relación  con  las  estadísticas  clásicas  ( 
Maxwell-Boltzmann) .  El  objetivo  del  capítulo  no  es  dar  una  versión  condensada  de  la 
Mecánica  Estadística  sino  explorar  de  manera  sencilla  las  consecuencias  más  importantes 
de  la  descripción  cuántica  de  sistemas  bajo  condiciones  estadísticas.  De  este  modo  el 
material  presentado  en  este  Capítulo  se  podrá  relacionar  con  el  material  presentado  en  el 
Capitulo  5  (Radiación  del  cuerpo  negro). 


11.2  El  spin 

En  el  capítulo  anterior  estudiamos  el  movimiento  de  partículas  en  un  campo  central  y  la 
cuantificación  del  momento  angular  orbital.  A  nivel  cuántico,  las  partículas  (o  sistemas  de 
partículas,  como  los  núcleos,  átomos  y  moléculas)  poseen  una  forma  de  momento  angular, 
el  momento  angular  intrínseco  o  spin ,  aún  cuando  su  centro  de  masa  se  encuentre  en 
reposo.  El  spin  puede  tomar  valores  enteros  o  semienteros  de  h.  De  acuerdo  a  los  resultados 
experimentales,  ciertas  partículas  poseen  spin  semientero  y  otras  poseen  spin  entero.  Los 
neutrones,  protones,  electrones,  positrones,  neutrinos,  son  ejemplos  de  partículas  con  spin 
los  fotones  poseen  spin  1  h,  las  partículas  a  spin  0,  etc.  La  existencia  de  esta  propiedad, 
el  spin,  explicó,  entre  otras  cosas,  la  estructura  de  la  tabla  periódica  y  las  características 
observadas  en  los  espectros  atómicos. 

La  descripción  del  estado  de  una  partícula,  desde  el  punto  de  vista  cuántico,  implica  la 
enumeración  de  los  números  cuánticos  asociados  al  estado  y  además  la  especificación  del 
spin  de  la  misma.  Podemos  preguntarnos  si  es  posible  asignar  a  dos  partículas  idénticas  el 
mismo  conjunto  de  números  cuánticos.  La  evidencia  experimental  indica  que  dicha  asig¬ 
nación  está  absolutamente  prohibida  si  las  partículas  en  cuestión  poseen  spin  semientero 
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y  está  permitida  si  las  partículas  poseen  spin  entero. 

Si  pensamos  que  un  dado  nivel  (estado)  está  caracterizado  por  el  número  de  ocupación 
rik,  entonces  puede  ocurrir: 

a) que  tome  los  valores  =  0, 1,  2, ...  sin  ninguna  restricción, 

b) que  7ik  esté  restringido  a  los  valores  =  0, 1, 

en  ambos  casos  cualquiera  sea  el  valor  de  k. 

Cuando  estemos  en  presencia  de  la  situación  (a)  diremos  que  las  partículas  son  bosones ; 
en  el  caso  (b)  diremos  que  se  trata  de  fermiones. 

La  situación  (b)  es  una  manifestación  del  Principio  de  Exclusión  de  Pauli  y  podemos 
enunciarlo  de  la  manera  siguiente:  dos  fermiones  idénticos  no  pueden  ocupar  el  mismo 
estado  y  por  lo  tanto,  sus  números  cuánticos  no  pueden  ser  los  mismos. 

La  conexión  entre  los  valores  del  spin  y  los  números  de  ocupación  es  una  de  las  rela¬ 
ciones  más  importantes  de  la  física,  ya  que  permite  establecer  que  los  fermiones  poseen 
spin  semientero  y  los  bosones  poseen  spin  entero.  En  otras  palabras:  no  existe  restricción 
alguna  en  los  números  de  ocupación  asignados  a  las  partículas  de  spin  entero  (bosones) 
y  sí  existen  restricciones  (Principio  de  Exclusión  de  Pauli)  en  los  números  de  ocupación 
asignados  a  las  partículas  de  spin  semientero  (fermiones). 


11.3  Números  de  ocupación 

11.3.1  Probabilidades  normalizadas 

Consideremos  el  caso  de  un  sistema  que  puede  intercambiar  partículas  y  energía  con  el 
baño  térmico.  El  conjunto  sistema+baño  térmico  se  mantiene  aislado  y  posee  un  número 
fijo  de  partículas  N,  una  energía  fija  E  y  un  volumen  dado  Lo-  Cada  una  de  las  i-ésimas 
situaciones  posibles  para  la  configuración  sistema+baño  térmico  se  puede  caracterizar  por 
el  número  de  partículas  Nt  y  la  energía  EjfNj)  del  sistema,  que  mantiene  su  volumen  fijo  V. 
Cuando  esto  ocurre,  el  baño  térmico  posee  N  —  Ní  partículas,  su  energía  es  E-Eí(Ní)  y  su 
volumen  es  Vq  —  V.  De  manera  que,  de  acuerdo  al  postulado  de  igualdad  de  probabilidades  a 
priori  (esto  significa  que  no  existe  una  partición  o  configuración  preferida  para  el  sistema) 
la  probabilidad  de  encontrar  al  sistema  en  la  configuración  i-ésima  resulta 


Vi  ~  exp  [S(E  -  Eí(Ní),Vo  -  V,N  -  Nf)\/k  (11.3.1) 

La  función  S  representa  la  entropía  del  baño  térmico  y  se  expresa  en  unidades  de  la 
constante  de  Boltzmann  k. 

La  descripción  estadística  está  basada  en  la  diferenciación  de  las  escalas  de  evolución 
del  baño  térmico  y  del  sistema.  Supondremos  que  el  baño  térmico  evoluciona  muy  lenta¬ 
mente  con  respecto  a  los  cambios  del  sistema.  También  supondremos  que  el  sistema  evolu¬ 
ciona  ocupando  cada  uno  de  sus  estados  accesibles  (Ej(iVj),  Nf)  intercambiando  energía 
y  partículas  con  el  baño  térmico  sin  alterarlo.  La  justificación  de  esta  suposición  es  muy 
simple  y  se  basa  en  considerar  que  el  baño  térmico  posee  un  número  de  grados  de  libertad 
muchísimo  más  grande  que  el  número  de  grados  de  libertad  del  sistema.  En  otras  palabras, 
las  diferencias  E  —  Et(Nt),  N  —  Ni,  Vq  —  V  serán  siempre  arbitrariamente  pequeñas  en 
la  descripción  de  los  estados  del  baño  térmico,  permaneciendo  este  arbitrariamente  cerca 
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de  su  valor  de  equilibrio  determinado  por  los  valores  E.  N.  Vq.  El  sistema,  en  cambio, 
evolucionará  entre  todos  sus  estados  accesibles  bajo  las  condiciones  externamente  fijadas 
por  el  baño  térmico.  Estas  condiciones  externas  se  representan  mediante  parámetros  tales 
como  la  temperatura  (T)  y  el  potencial  químico,  que  no  dependen  del  tamaño  del  sistema 
sino  exclusivamente  del  estado  de  equilibrio  definido  por  el  baño  térmico.  Para  determi¬ 
nar  los  valores  de  estos  parámetros  efectuaremos  una  expansión  alrededor  del  valor  fijo 
S(E,  N,V).  Reteniendo  las  primeras  derivadas  en  la  expansión  de  Taylor  del  exponente 
en  (11.3.1)  resulta: 


SiE-EiiN&Vo-^N-Ni) 


ñS  f)S  r)S 

S(E,N,V0)  -  —EANi)  -  —N¿  -  - — V  (11.3.2) 

v  ,  ,  u;  QE  i\  i)  QN  i  dy^  \  ) 


A  partir  de  la  expresión  (11.3.2)  podemos  definir  la  temperatura  T  y  el  potencial  químico 
/x  del  baño  térmico  mediante 


1 

T 

P 


ds 

He 


y  con  (11.3.3)  escribir  en  (11.3.2) 


S(E  -  Eí(Ní),Vo-V,N  -  Ni) 


S(E,N,V0)-^  +  ^- 


dS 

m 


V, 


(11.3.3) 


(11.3.4) 


Estas  cantidades  son  conjugadas  a  la  energía  y  al  número  de  partículas,  como  podemos 
apreciar  en  la  ecuación  siguiente,  que  se  obtiene  a  partir  de  (11.3.1)  con  los  reemplazos 
dados  por  (11.3.3): 

Pi  ~  exp  [—/3(Ei(Ni)  -  uNi )],  (11.3.5) 

donde  ¡3  =  ya  que  en  (11.3.1)  la  entropía  S  está  expresada  en  unidades  de  la  constante 
de  Boltzmann.  Como  hemos  indicado  en  el  Capítulo  5,  sección  6,  la  cantidad  ¡3  posee 
unidades  de  [ energía ]_1  y  el  factor  /3/i  es  adimensional,  ya  que  /i  posee  unidades  de 
energía.  La  normalización  de  pt  en  (11.3.5)  se  consigue  mediante  la  suma 


Z(f3,  /i,  Vq)  =  exP  [-£(£i(JVi)  -  pNij]  (11.3.6) 

Ni= 0 


Notemos  que  (11.3.6)  no  depende  de  N  ni  de  E.  sino  de  ¡3  y  ¡i.  La  suma  en  (11.3.6)  debe 
interpretarse  como  una  suma  en  el  número  de  partículas  N¿  y  en  todos  los  valores  de  la 
energía  E¿(7Y,;)  compatibles  con  Nt. 


11.3.2  Sumas  estadísticas  y  números  de  ocupación 

Las  probabilidades 

_  exp  [-¡3{Eí(Ní)  -  i iNi)\ 

Pi-  z 

están  normalizadas  y  la  suma  de  estos  valores  es  la  unidad: 

=  1 


(11.3.7) 


(11.3.8) 
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Supongamos  que  el  sistema  que  estamos  describiendo  posee  estados  o  niveles  de  energía 
Ef..  y  que  en  cada  uno  de  esos  niveles  podemos  acomodar  0, 1,  ..nk  partículas.  El  conjunto 
de  estados  permitidos  para  el  sistema  con  1V¿  partículas  se  puede  describir  mediante  los 
números  de  ocupación  ni(i),n2(i),  ..,  correspondientes  a  la  i-ésima  configuración, 

tales  que 

Ni  =  YnkW 

k 

=  y  nk(i)Ek  (11.3.9) 

k 

Los  valores  de  los  números  de  ocupación  nk(i)  pueden  estar  sujetos  a  restricciones  de 
acuerdo  a  la  descripción  clásica  o  cuántica  que  utilicemos  para  estudiar  el  sistema,  como 
veremos  a  continuación. 

11.3.3  Números  de  ocupación:  Fermiones 

Para  el  caso  de  fermiones,  cada  número  de  ocupación  nk(i)  puede  tomar  los  valores 

rak(i)  =  0,1  (11.3.10) 

de  acuerdo  al  Principio  de  Exclusión  de  Pauli  y  por  lo  tanto,  la  función  (11.3.6)  se  escribe 
(utilizaremos  el  sub-índice  /  para  indicar  que  estamos  trabajando  con  fermiones): 

zf  =  E  exp  +  n2E2  +  ...  +  njEj  +  ...  —  ¡i{n\  +  n2  +  ..  +  rij  +  ..)] 

ni,n2,.-Wjv 

=  ~Y  exp  [— fi(n\Ei  -  ¿mi)]  Y¿  exp  [—f3{n2E2  -  im2)\...  'Y  exp  [—/3(rijEj  —  (¿rij)]... 

ni=0,l  712=0,1  Tij  —0,1 

=  (1  +  exp  [-/3(Ei  -  n)]).(l  +  exp  [~/3{E2  -  //)]). ..(1  +  exp  [-/3{Ej  -  //)]).... 

=  IIj(l4-  exp  [~P(Ej  -  //)]).  (11.3.11) 

Para  efectuar  el  cálculo  de  (11.3.11)  a  partir  de  (11.3.6)  hemos  reemplazado  la  suma 
sobre  configuraciones  (ni,n2,  ..nj..)  sujetas  a  las  restricciones  (11.3.9)  por  sumas  sobre  los 
números  de  ocupación  rij  para  cada  estado  o  nivel  de  energía.  La  última  línea  de  (11.3.11) 
se  obtiene  reemplazando  rij  por  los  valores  posibles  rij  =  0, 1.  Si  tomamos  el  logaritmo 
del  producto  (11.3.11)  obtenemos 

ln  Zf  =  Y^  +  exP  [— P(Ej  —  /x)]).  (11.3.12) 

i 

La  operación 

1  din  Zf  1 

13  dpi  Y*  exP  [P{Ej  —  p)]  +  1 

=  Yñi  (11.3.13) 

j 

define  los  números  medios  de  ocupación  para  fermiones 

1 

J  exp  ¡p(Ej  -fi)]  +  l 


(11.3.14) 
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Notemos  que  mientras  rij  =  0, 1,  de  acuerdo  al  Principio  de  Exclusión  de  Pauli,  los  números 
de  ocupación  medios  (11.3.14)  varían  en  forma  continua  entre  0  y  1.  En  el  límite  T  — >•  0 


rij(T  =  0)  =  1  si  Ej  <  ¡i 

=  0  si  Ej  >  fj, 


(11.3.15) 


y 


nj  (T,  Ej  =  n)  =  - 


(11.3.16) 


Los  números  de  ocupación  medios  (11.3.14)  definen  la  estadística  de  Fermi-Dirac  o  es¬ 
tadística  de  fermiones.  De  acuerdo  con  los  postulados  que  hemos  presentado  anteriormente 
los  números  de  ocupación  medios  respetan  la  condición 


^2 ñj  =  N  (11.3.17) 

i 

y  esta  ecuación  es  la  que  determina  el  valor  de  ¡jl  para  cada  temperatura  T. 


11.3.4  Números  de  ocupación:  Bosones 


Para  el  caso  de  bosones,  cada  número  de  ocupación  nk(i)  puede  tomar  los  valores 


nk{i)  =  0, 1,2,  ....IV 


(11.3.18) 


dado  que  no  hay  restricciones  sobre  ellos  por  tratarse  de  los  números  de  ocupación  de 
estados  de  spin  entero.  Por  lo  tanto,  la  función  (11.3.6)  se  escribe  (utilizaremos  el  sub¬ 
índice  b  para  indicar  que  estamos  trabajando  con  bosones): 


Zb  =  ^2  exp[-/3(niEi  +  n2E2  +  ...  +  rijEj  +  ...  -  n(ni  +  U2  +  ■■  +  nj  +  ..)] 

ni  ,n2,...nj,.. 

=  ^  exp  [—¡3(n\E\  —  uní)]  ^  exp  [~f3(n2E2  -  im2)]... 


ni=0,l,2,, 


i 


n  2=0, 1,2, 

1 


1 


=  11, 


1  -  exp  [-¡3 (Ei  -  n)]'  1  -  exp  [-/3(E2  -  ¿t)] 1  -  exp  [—/3(Ej  -  /j,)]  "" 

1 


(1  -  exp  [-/3(Ej  -  /i)])' 


(11.3.19) 


Notemos  que  para  efectuar  el  cálculo  de  (11.3.19)  a  partir  de  (11.3.6)  hemos  reemplazado 
la  suma  sobre  configuraciones  (ni,  n2,  ..rij..)  sujetas  a  las  restricciones  (11.3.9)  por  sumas 
sobre  los  números  de  ocupación  rij  para  cada  estado  o  nivel  de  energía,  repitiendo  el 
procedimiento  utilizado  para  el  caso  de  fermiones,  pero  a  diferencia  de  (11.3.11),  que  sólo 
suma  dos  términos  para  cada  nivel  j,  en  (11.3.19)  obtenemos  una  suma  geométrica  de  razón 
exp  [—/3(Ej  —  n)]  para  cada  nivel  j.  La  última  línea  de  (11.3.19)  se  obtiene  reemplazando 
las  sumas  geométricas  por  sus  expresiones,  considerando  N  suficientemente  grande  como 
para  despreciar  el  valor  del  último  término  de  cada  serie  geométrica  en  el  resultado  final. 
Si  tomamos  el  logaritmo  del  producto  (11.3.19)  obtenemos 


ln  Zb  =  —  ^ 2  ~  exP  [ — —  A*)])- 

3 


(11.3.20) 


144 


CAPÍTULO  11.  ESTADÍSTICAS  CUÁNTICAS 


La  operación 

y _ ^ _ 

j  exp  \P(ej  ~  ^)]  - 1 

(11.3.21) 

j 

define  los  números  medios  de  ocupación  para  bosones 

1 

J  exp  \/3(Ej  —  n)\  —  1 

En  el  límite  T  — >•  0  y  para  un  sistema  como  el  que  estamos  estudiando  con  un  número 
fijo  de  partículas,  el  estado  de  energía  más  baja  debe  estar  completamente  ocupado  y  /j 
debe  tomar  valores  negativos  respecto  a  ese  nivel.  Esta  condición  impide  que  la  suma 
de  números  de  ocupación  medios  (11.3.22)  se  torne  indeterminada  (es  decir  que  tienda  a 
infinito)  ya  que  su  valor  debe  ser  igual  al  número  de  partículas  para  todo  T.  La  tendencia 
a  ocupar  exclusivamente  el  estado  de  energía  más  baja,  por  debajo  de  cierta  temperatura, 
es  conocida  como  la  condensación  de  Bose-Einstein.  No  se  trata  de  una  condensación 
en  el  espacio  ordinario  sino  en  el  espacio  de  momentos.  A  medida  que  T  — >•  0  el  estado 
de  momento  cero  (energía  más  baja  posible),  domina  en  la  suma  (11.3.20).  Esta  es  una 
diferencia  fundamental  en  el  comportamiento  de  los  bosones  respecto  al  comportamiento 
de  los  fermiones  en  el  límite  T  — >■  0,  ya  que  (11.3.17)  toma  valores  finitos  aún  si  T  =  0 
y  la  ocupación  de  niveles  a  T  =  0  no  está  restringida  al  estado  de  energía  más  baja. 
La  estadística  definida  con  los  números  de  ocupación  (11.3.22)  es  la  estadística  de  Bose- 
Einstein  o  estadística  de  bosones.  Se  aplica  al  caso  de  sistemas  con  un  número  fijo  de 
partículas  de  spin  entero. 


(11.3.22) 


1  din  Zb 

¡3 


11.3.5  Números  de  ocupación:  Fotones 

La  estadística  de  Planck  es  un  caso  particular  de  la  estadística  de  Bose-Einstein.  El  fotón 
posee  spin  igual  alhy  su  masa  en  reposo  es  nula.  El  número  de  fotones  en  un  sistema  está 
siempre  indeterminado  y  la  energía  de  un  fotón  de  frecuencia  vk  está  dada  por  Ek  =  huk  ■ 
Los  números  de  ocupación  rik  toman  los  valores 

nk(i)  =  0, 1, ..,  oo  (11.3.23) 

Al  efectuar  la  suma  en  (11.3.6)  trabajaremos  con  el  valor  ¡a  =  0  en  (11.3.6),  eliminando  la 
restricción  referida  al  número  de  partículas,  obteniendo 

OO 

Zfotn{vk )  =  y  exp  [-/3nkhvk\ 

nk=0 

1 

1  -  exp  [~phvk\ ' 

Por  lo  tanto,  considerando  el  espectro  completo  de  frecuencias 

Zfotn  —  nkZf0tniyk) 


(11.3.24) 


1  -  exp  [~phi/k] 


(11.3.25) 
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y  en  consecuencia 

ln  Zfotn  =  -  Y  ln  (1  -exp  \-j3huk\).  (11.3.26) 

k 

De  manera  que,  efectivamente,  (11.3.26),  es  de  la  forma  (11.3.20)  con  p  =  0.  Análogamente 

1 

J  exp  \j3hi/j]  —  1 

es  el  número  de  ocupación  medio  para  fotones  de  frecuencia  vj.  La  ausencia  del  potencial 
químico  /x  (11.3.27)  elimina  la  posibilidad  de  encontrar  el  fenómeno  de  condensación  de 
Bose-Einstein  en  un  gas  de  fotones.  En  el  Capítulo  5  hemos  descripto  el  cálculo  de  valores 
medios,  en  un  gas  de  fotones,  considerando  una  variación  continua  de  la  frecuencia  vk, 
partiendo  de  (11.3.27). 


(11.3.27) 


11.4  Estadísticas  cuánticas  y  límites  clásicos 


La  estructura  de  los  números  de  ocupación  medios,  en  las  estadísticas  cuánticas  es  de  la 
forma 

ñk  = - \r7T - vTXT  (11.4.1) 

exp  [p{Ek  -  p) J  ±  1 

El  signo  +  en  el  denominador  corresponde  a  la  estadística  de  Fermi-Dirac  y  el  signo  —  a 
la  estadística  de  Bose-Einstein  (con  p  ^  0)  y  a  la  estadística  de  Plank  (fotones)  si  p  =  0. 

En  el  límite  clásico,  los  números  de  ocupación  medios  deben  ser  suficientemente  pequeños, 
dado  que  el  número  de  estados  accesibles  es  macroscópico,  para  garantizar  un  número 
grande  pero  finito  de  partículas  (N  ~  1024).  En  otras  palabras,  debemos  pedir 


nk  <  1 

La  condición  (11.4.2)  se  satisface  si  en  (11.4.1)  pedimos 

exp  \P(Ek  -//)]>! 


(11.4.2) 


(11.4.3) 


y  en  consecuencia 


nk  =  exp  [-fi(Ek  -  p)} 


(11.4.4) 


que  es  precisamente  el  valor  correspondiente  a  la  estadística  de  Maxwell-Bolztmann.  De 
manera  que  las  estadísticas  cuánticas  tienen  como  límite  clásico  la  estadística  de  Maxwell- 
Bolztmann.  A  partir  de  (11.4.4)  podemos  fijar  el  valor  de  p  pidiendo  que  el  número  medio 
de  partículas  en  el  gas  resulte  de  la  suma  de  los  números  de  ocupación  medios  (11.4.4): 


N  =  ^2  exp  [- p(Ek  -  m)] 

k 

=  exp  \/3p]  exP  [~PEk] 

k 

=  exp  [fdp\Z  (11.4.5) 

donde 

Z  =  Y  exP  [~PEk]  (11.4.6) 

k 

en  completo  acuerdo  con  las  expresiones  del  Capítulo  5. 
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11.5  Resumen  del  capítulo 

•  Spin 

•  Spin  y  Estadística 

•  Fermiones  y  bosones 

•  Números  de  ocupación 

•  Estadísticas  cuánticas  y  límites  clásicos 


11.6  Problemas 

1.  Describa  el  experimento  de  Stern  y  Gerlach. 

2.  Describa  y  discuta  el  efecto  Zeeman. 

3.  Investigue  acerca  de  la  relación  existente  entre  el  Principio  de  Exclusión  de  Pauli  y 
el  ordenamiento  de  valencias  electrónicas  en  la  Tabla  Periódica. 

4.  Discuta,  a  partir  de  gráficos,  las  diferencias  existentes  en  entre  los  números  de  ocu¬ 
pación  medios  para  las  estadísticas  de  Fermi-Dirac,  Bose-Einstein  y  Planck. 

5.  Utilizando  la  estadística  de  Fermi-Dirac  calcule  el  valor  de  la  suma 

5 ~2ekñk  (11.6.1) 

k 

en  el  límite  T=0.  Considere  un  sistema  equi-espaciado  de  energías  e*,,  N  partículas, 
y  una  degeneración  de  dos  partículas  por  cada  nivel  e*,. 

6.  Utilizando  la  estadística  de  Bose-Einstein,  discuta  el  fenómeno  de  condensación,  en 
un  sistema  de  dos  niveles  de  energía,  separados  por  una  distancia  E\  —  Eq  =  A. 

7.  Considere  un  sistema  de  dos  niveles  de  energía,  E\  y  P2-  Si  cada  uno  de  esos  niveles 
puede  acomodar  a  dos  partículas  construya  la  tabla  de  ocupaciones  considerando  las 
siguientes  posibilidades: 

a)  las  partículas  son  fermiones, 

b) las  partículas  son  bosones, 

c) las  partículas  son  clásicas  y  distinguibles, 

d) las  partículas  son  clásicas  y  indistinguibles. 


Capítulo  12 

BIBLIOGRAFIA 


A  continuación  presentaremos  la  lista  de  textos  que  hemos  adoptado  como  textos  de  ref¬ 
erencia  al  escribir  el  presente  libro.  En  nuestra  opinión,  estos  textos  son  los  que  mejor  se 
adaptan  a  posteriores  lecturas  y  a  consultas  por  parte  de  los  estudiantes,  tanto  para  el  curso 
introductorio  que  hemos  diseñado  como  para  cursos  posteriores  de  Mecánica  Cuántica, 
Mecánica  Estadística  y  Relatividad.  También  se  indican  algunos  textos  de  divulgación  , 
biográficos  y  de  historia  de  la  física  moderna.  Es  recomendable  que  los  estudiantes  vis¬ 
iten  sitios  de  la  web  que  están  específicamente  dedicados  a  la  presentación  de  resultados, 
experimentos,  notas  biográficas  y  aplicaciones  varias  relacionados  con  los  conceptos  que 
hemos  presentado  en  este  libro. 


12.1  Libros  de  Texto 

1.  Introducing  Einstein’s  Relativity,  R.D’Inverno,  Clarendon  Press-Oxford,  (1992) 

Este  libro  ha  sido  la  obra  de  consulta  para  diseñar  los  Capítulos  1-4,  dedicados  a  la 
presentación  de  la  Teoría  de  la  Relatividad  Especial.  De  este  texto  hemos  adoptado 
la  discusión  basada  en  las  representaciones  espacio-temporales  de  Bondi.  Resulta 
especialmente  atractivo  por  el  uso  de  conceptos  puramente  geométricos.  Contiene 
los  conceptos  esenciales  para  una  presentación  rigurosa  de  la  Teoría  de  la  Relatividad, 
ya  que  el  material  presentado  por  el  autor  incluye  el  desarrollo  de  los  conceptos  y 
aplicaciones  de  la  Teoría  General  de  la  Relatividad. 

2.  Quantum  Mechanics:  A  modern  Introduction,  D.R.Bes,  Springer  (Berlin)  2004. 

Hemos  utilizado  este  libro  para  presentar  los  aspectos  formales  de  la  introducción 
a  la  Mecánica  Cuántica,  en  el  Capítulo  7.  Es  un  libro  de  texto  muy  adecuado 
para  el  dictado  de  un  curso  regular  de  Mecánica  Cuántica  y  en  él  los  conceptos  se 
presentan  en  forma  concisa,  rigurosa  y  moderna.  Contiene  elementos  que  facilitan 
la  comprensión  de  la  evolución  de  las  ideas  en  la  Mecánica  Cuántica.  La  lista  de 
referencias  constituye  una  importante  fuente  de  información  para  el  estudiante. 

3.  Introductory  Quantum  mechanics,  F.  Mandl,  Oxford  (2000) 
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Se  trata  de  un  texto  muy  accesible  para  estudiantes  que  no  han  tomado  aún  cursos  de 
matemáticas  avanzadas.  Presenta  los  conceptos  en  forma  clara  y  directa,  mediante 
el  uso  de  ejercicios  de  aplicación.  Su  lectura  complementa  el  material  que  hemos 
presentado  en  los  Capítulos  8-10,  dedicados  a  las  aplicaciones  sencillas  de  la  Mécanica 
Cuántica. 

4.  Quantum  Mechanics,  B.  H.  Bransden,  C.  J.  Joachain,  Prentice  Hall  (2000)  Manch- 
ester,  England 

Es  un  libro  de  nivel  adecuado  a  un  curso  regular  de  Mecánica  Cuántica  para  estu¬ 
diantes  de  graduación.  Sigue  una  presentación  más  tradicional  que  las  obras  que 
hemos  citado  anteriormente.  Su  lectura  puede  ser  utilizada  para  ilustrar  con  mayor 
detalle  el  material  que  hemos  presentado  en  el  Capítulo  dedicado  a  problemas  de 
Mecánica  Cuántica  en  una  dimensión  espacial. 

5.  Statistical  Physics,  F.  Mandl,  John  Wiley  and  sons  (1988) 

Cubre  aspectos  básicos  de  la  termodinámica  estadística  y  es  ciertamente  accesible 
para  los  estudiantes  que  han  completado  el  ciclo  de  la  física  general.  Establece 
claramente  y  con  sencillez  los  postulados  básicos  de  la  Mecánica  Estadística,  en  un 
nivel  introductorio.  Complementa  el  material  presentado  en  los  Capítulos  5  y  11 
relacionados  con  los  elementos  básicos  de  la  Mecánica  Estadística. 

6.  The  Feynman  Lectures  on  Physics.  Vol.  3,  R.  P.  Feynman,  R.  D.  Leighton,  M. 
Sounds.  Reading,  Mass.  (1965) 

Se  trata  de  un  texto  que  cubre,  de  manera  elegante  y  rigurosa,  las  cuestiones  rela¬ 
cionadas  con  los  conceptos  básicos  aplicables  al  estudio  de  sistemas  atómicos  y  molec¬ 
ulares.  El  texto  tiene  la  capacidad  de  captar  la  atención  del  estudiante  mediante  la 
formulación  de  ejemplos  y  la  discusión  de  modelos  y  sus  soluciones. 
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